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Vorwort

Dieses Manuskript ist aus einer Vorlesung entstanden, die ich im Wintersemester 2016/17
in Heidelberg gehalten habe. Ziel war es, junge Studenten an ein Thema heranzufithren,
das sie in einer Bachelor-Arbeit oder, wenn sie sich noch intensiver damit beschéftigen
wiirden, in einer Master-Arbeit bearbeiten konnen. Der Reiz fiir mich bestand darin,
wirklich im Einzelnen und mit allen Formeln in Evidenz zu setzen, dafi die Minkowski-
Siegel’sche Formel in der groflen Arbeit von C. L. Siegel aus dem Jahre 1935 dquivalent ist
zu der Aussage, dafl die Tamagawa-Zahl der speziellen orthogonalen Gruppe in Dimension
m > 3 (zunédchst zu einer positiv definiten quadratischen Form) gleich 2 ist. Jeder weifl
das, aber niemand hat das im Einzelnen vorgerechnet. Auflerdem kann man die Formeln
benutzen, um Darstellungen von Zahlen durch Formen (zum Beispiel Quadratsummen)
zu betrachten. Den Ansatz dazu habe ich dem Buch von M. Kneser iiber quadratische
Formen entnommen.

So ist das vorliegende Manuskript zwar einem speziellen Thema gewidmet. Es werden
aber (grundlegende) Hilfsmittel aus verschiedenen Gebieten (Integration, Fourieranaly-
sis, p-adische Zahlen, Funktionentheorie) benutzt. Da ich die Vorlesung fiir junge Stu-
denten gedacht hatte, habe ich mir Miihe gegeben, Beweise wirklich auszufithren, zur
Bequemlichkeit des Lesers. Vielleicht ist die Vorlesung auf diese Weise ein bifichen ein
Zwitter, elementar und speziell zugleich: ich wollte mit wenigen Vorkenntnissen ein in-
teressantes Ziel erreichen. Kundige Leser konnen ja die mehr elementaren Ausfiihrungen
iiberspringen.

Zum Ablauf der Vorlesung: Das Kapitel 18 habe ich an der Tafel nicht vorgerechnet, die
Zeit reichte nicht, und es ist dafiir auch nicht besonders geeignet. Es ist dem Seminar
”Adeles and Algebraic Groups” von A. Weil entnommen. Dort sind gleichzeitig ver-
schiedene Typen klassischer Matrizengruppen behandelt. Dadurch ist der Beweis sehr
lang und mehrmals durch Fallunterscheidungen unterbrochen. Ich habe fiir den Zweck
der Vorlesung den Fall der speziellen orthogonalen Gruppen (und dann auch noch zu
positiv definiten Formen) herausprépariert und so versucht, den Beweis moglichst durch-
sichtig (und wesentlich kiirzer) aufzuschreiben. Das Kapitel 17 hat (zur Hilfte) ein
Student in der parallel laufenden Ubung vorgefithrt. Die Minkowski’schen Ungleichun-
gen (Kapitel 5 und 6) habe ich in dieser Form in der Literatur nicht bewiesen gefunden,
sie sind aber natirlich nicht neu. In Kapitel 8 habe ich eine fast iiberall definierte in-
variante Differentialform hochsten Grades auf der speziellen orthogonalen Gruppe iiber
Q beschrieben. Diese konnte ich nirgends in der Literatur finden und wére fiir einen
entsprechenden Hinweis sehr dankbar. Man kann mit ihr die Integrale im Reellen und
iiber allen @, ausrechnen und so den Zusammenhang mit den Siegel’schen Darstel-
lungszahlen herstellen.

Ich danke Kathrin Maurischat und Burak Cakir fiir die Hilfe beim Korrekturlesen.






1. Aufbau der orthogonalen Gruppe

K sei ein Korper der Charakteristik # 2 und V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
K mit einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform (, ). Ein Vektor v € V
heifit isotrop, wenn u # 0 und (u,u) = 0. Ein Teilraum U von V heiit total isotrop,
wenn (z,y) =0 fiur alle z,y € U.

Sei w isotrop. Da ( , ) nicht ausgeartet, gibt es v1 € V mit (u,v;) = 1. Fir
vi=v; — %(vl,vl)u gilt

(u,u) = (v,v) =0, (u,v)=1
Man nennt u,v ein hyperbolisches Paar. Sei H die von u und v aufgespannte Ebene.
Ist x € V' beliebig, so ist
z — (z,u)v — (z,v)u € H*

Das zeigt
V=H1H"

Auf H* ist (, ) ebenfalls nicht ausgeartet. Sollte es in H* einen isotropen Vektor us
geben, so finden wir wie oben vy € H' , so da wug, vy ein hyperbolisches Paar bilden.
Auf diese Weise finden wir paarweise senkrechte hyperbolische Ebenen H; , so dafl

und W enthélt keinen isotropen Vektor mehr. Ein solches W nennt man anisotrop.

Analog zur bekannten Zerlegung einer reellen invertierbaren Matrix in ”dreieckig mal
orthogonal” wollen wir die spezielle orthogonale Gruppe

G={geGL(V)| (gz,gy) = (x,y) fir alle z,y € V und detg =1}

zerlegen. Dazu sei

B:{b€G|bui€ZKuj firi=1,..,r}

J<i
1
D ={d e G|du; = a;u;, dv; = —v;, dw = w fiir alle w e W} (a; € K¥)
Qg

Wir schreiben dafiir auch d = (o, ..., ) .

Zerlegung von B : Besteht d € D aus den ersten r Diagonalelementen von b, so ist

d~tbu; € “H‘Z]'Q' Kwuy; . Insbesondere ist d='bu; = u; . Aus Isometriegriinden ist dann
dilb’Ul =v +a; — %(al,al)ul mit aq € HlJ‘

Definition : Ist u,v ein hyperbolisches Paar und a € H+ = u* Nv', so heifit

Gua =+ (x,u)a — (z,a)u — %(x, u)(a, a)u

eine Eichlertransformation.

Man rechnet nach, dafl ¢, , eine Isometrie mit Determinante 1 ist und da8 ¢, o¢up =
Qu,atb - Vermoge a <> ¢y, bilden die Eichlertransformationen ¢, , mit festem u
eine zur additiven Gruppe von H* isomorphe Untergruppe von G . (Bemerkung: Die
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Eichlertransformationen hdngen von v gar nicht ab, aber die Gruppe der ¢, , ist wegen
Pua = Puarre DUr isomorph zu ul/Ku, und das ist zu H* isomorph, wenn H
irgendeine hyperbolische Ebene ist, die u enthalt ).

Sind nun d und b wie oben, so ist offenbar
d'ouy =uy = ®Duy,a,u1 und dov, = Duy a1 V1

so daf also 9 := ¢, 117a 1d’lb die Ebene H; elementweise fest 148t und als orthogonale
Transformation von Hi- aufgefat werden kann. Fiir i > 2 findet man

Yu = ¢ty (i + Y Njiwg) = w4 (uian)ur + Y Nji(ug + (uj,a1)u1) € ug + Y Ku,

Jj<i j<i j<i

insbesondere, da 1u; € Hi- , auch 1us = us . Daher kann man mit ¢ in Hi- verfahren
wie mit d=!b in V und findet schrittweise

b:d.gbul’al ..... ¢u,.,a7. -q

mit a; € W' := H;;y L .... L H. L W und einer orthogonalen Transformation ¢ von
W . Dabei gelten die Vertauschungsregeln

(1) AdPu;.a; = Gusoida; Ay wenn d = (aq, ..., o)

(2) ¢Uivai¢ujvaj = ¢uj7¢ui,aiaj¢uivai fir j <
weil ¢y, q,u; = u; flir j <, und
(3) q- ¢ui7ai = ¢ui7qai g fiir q€e G(W)

Die Gruppe B ist also ein semidirektes Produkt von K*" mit Untergruppen, die zu
den additiven Gruppen von K"~2, K"~ .. K" 2" isomorph sind, das Ganze mal der

Gruppe G(W).

Iwasawa-Zerlegung, reell: W ist anisotrop iiber R und daher positiv oder negativ
definit. Nehmen wir an, W sei positiv definit. Wir setzen

u; + v;

\/§ ’

Ui — U e+ fi _e&—fi

fi: \/§ , Ui = \/571)2' \/5

€; =

und . .
VE=( Re;) LW, V™ =) Rf;
1=1 =1

V+ st positiv definit, V'~ negativ definit, V = V* L V= und wenn O(V) die
volle orthogonale Gruppe von V bezeichnet, dann ist K := G N (O(VT)O(V™)) eine
kompakte Untergruppe von G.
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Lemma 1.
G=K-B

Beweis: Fiir r =0 und alle n ist G=K. Fir r=1 und n=2 ist G = B(= D). Fiir
den Rest des Beweises sei > 1 und n>3. Sei ¢ € G und gu; =2 +y mit x € V7T
und y € V. Dann ist (z,z) + (y,y) =0 und (x,2) > 0. Mit p:= /(x,2) > 0 ist
(z,2) = (pe1,per) und (y,y) = (pf1,pfr). BEs gibt m™ € O(VF) und m~ € O(V ™)
mit x = pmte; und y = pm~f1. Mit m := mT™m~ (das wir zur Not, weil V* oder
V'~ mindestens zweidimensional ist, so abédndern konnen, dafl detm = 1), also m € K ,
ist
gur =z +y = pm(er + f1) = pmv2 uy

Wir definieren d € D durch du; = pvV2u;, dv; = p—\l/ivl und dx = x fir z €
Hit und haben d~'m~'gu; = u;. Dann gibt es, wie schon gesehen, a; € W' mit

via,d7tmTlg e G(W?). Sind K und B die analog zu K und B fiir W' definier-
ten Untergruppen, so folgt nach Induktionsannahme

g € mdoy, o, K1B1 C mKido,, wiB1 =K -B

Zusatz: Es war B = {d - du,.a,--Pu,.a. - q|d € D, a; € W', g € G(W)}. Nun ist aber
G(W) C K, und nach den Vertauschungsregeln kann man ¢ an den ¢, ,, vorbeiziehen
und zu K schlagen. Setzen wir also

N = {¢u17a1"-~¢ur,a,,. a; € Wz}

dann gilt sogar
G=K-D-N

Das ist die Iwasawa-Zerlegung der reellen orthogonalen Gruppe.

Iwasawa-Zerlegung, p-adisch : Seijetzt K = Q,. Mit o, wird der Ring der ganzen
p-adischen Zahlen bezeichnet, also

op ={A€Q, | [Al, =1}

Wir benutzen die durch |p|, = L normierte p-adische Bewertung. Um eine kompakte

Untergruppe von G zu definieren, benutzt man Gitter.
Wir benutzen je nach Zweck zwei Definitionen von Gitter:

Sei R ein Hauptidealring und K sein Quotientenkorper. Ferner sei V' ein n -dimensio-
naler Vektorraum iiber K mit Basis eq,....,e, .

Definition 1. Eine Teilmenge M von V heifit Gitter (genauer R -Gitter) , wenn
1 . M eine additive Untergruppe von V ist
2. RM=M
3 . Esgibt a,b# 0 in R, so dafl

a-(Rey+ ...+ Re,) C M Cb *(Rey +..... + Rey,)
Definition 2. Eine Teilmenge M von V heifit Gitter, wenn V eine Basis uq,....,u,

iiber K besitzt, so dafl
M = Rui + ..... + Ru,



Zusatz: Wenn V mit einer Form (, ) ausgestattet ist, nimmt man (e;,e;) € R und
verlangt (M, M) C R.

Wir beweisen die Aquivalenz der beiden Definitionen:

1 = 2: Nach Multiplikation mit b sei o0E M C Rej +....+ Re,, . (An dieser Stelle wird
Bedingung 3 benutzt). Dann besitzt jedes © € M eine Darstellung « = A\ej+....+ e
mit A\; € R. Wenn x durch M lauft, dann l&uft \; durch ein Ideal in R. Da R ein

Hauptidealring ist, besteht dieses aus den Vielfachen einer Zahl o4 # 0. Dieses aj ist
selbst erster Koeffizient eines Vektors uy; € M :

u1 = aje; + Linearkombination von es, ...., e,

Ist nun z = A\ie; + ... + Apen beliebig in M | so ist A; ein Vielfaches von a7, etwa
A1 = pop . Dann ist
x—puy € MN(Reg+ .... + Rey,)

Der letzte Modul erfiillt wieder die drei Bedingungen aus Definition 1 und besitzt nach
Induktionsannahme eine Basis uo,....,u,, lber R.

2=-1: Sei uq,....,u, eine Basis von V iiber K und M = Ruy + .... + Ru,, . Es gibt
a;; und b;; in K mit

U; = E ;€4 und €; = E bjiuj
J J

Da K der Quotientenkorper von R ist, gibt es @ und b in R, beide # 0, so daf alle
a-a;; € R und alle b-b;; € R. Dann ist aM = Rauy + .... + Rau, C Rej + ..... + Re,,
und genauso b(Rej + .... + Rep,) C Ruy + .... + Ru, = M .

Wir wenden das an, wenn K = Q, und R = o, ist. Zunéchst folgt, daf} die orthogonalen
Transformationen, die ein Gitter in sich abbilden, durch Matrizen mit Eintrégen in o,
beschrieben werden kénnen. Deshalb bilden sie eine kompakte Untergruppe von G

Lemma 2. Wenn W anisotrop, dann bilden die x € W mit |3(z,z)| <1 ein Gitter
in W.

Beweis: Wir verifizieren die Eigenschaften in Definition 1:
1. Sei |3(z,2)| <1 und |3(y,y)| < 1. Zu zeigen ist |i(z + y,z + )|
dies nicht der Fall, so wére nach der scharfen Dreiecksungleichung |(x,y)|
0 < |(z,2)| <|(y,y)|. Dann betrachten wir das Polynom

1. Ware

<
> 1. Sei oE

_ 1 Az T _ 2 (xvy)
P = (¥, ) @y 2+ xy) = A +2A(y7y) * (v, )

(z,9) 2 (z,9) 2 (z,2)(y,y)
= (\+ — (1= XA T)
( (y,y)) ((y,y)) ( (z,y)? )
Wegen der Voraussetzungen iiber x und y ist die letzte Klammer = 1 mod 4p, und

daher ein Quadrat. Somit hat das Polynom P(\) eine Nullstelle entgegen der Annahme,
dal W anisotrop ist.

2. Das ist trivial.
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3. Sei eq,....,e, eine Basis von W iiber Q, und M = {z € W | |%(:c,x)| < 1}.
Offenbar gibt es k mit p?* - %(ei,ej) € o, fiir 4,5 =1,....,n, und fiir ein solches k ist

pF(oper 4 .. +0pen) C M

Ist umgekehrt = =", &e; € M (mit & € Q) , soist (x,pFe;) € 0, fiir alle i (denn
nach 1. ist (z,y) € 0, fiir alle x,y € M ), das heifit

n
Zﬁi(ei,ej) S p_kﬁp firj=1,....n
=1

Ist D die Determinante der Matrix (e;,e;), so folgt & € £p~*o,, also

Damit ist 3. bewiesen.

Definition: Sind w;,v;, ¢ = 1,....,7 paarweise senkrechte hyperbolische Paare und ist
Vv :L;‘”:l (qul + vaz) 1 W

mit anisotropem W | so nennen wir
, 1
M :=17_, (opu; +opv;) L {xeW | |§(x,x)| <1}

ein Standardgitter in V.
G(M) bezeichnet die Gruppe aller ¢ € G mit ¢M = M .

Lemma 3. Sei n >3 und M ein Standardgitter in V . Sind a und b primitiv und
isotrop in M , dann gibt es ¢ € G(M) mit ¢a=0b.

Beweis: Natiirlich geniigt es zu zeigen: es gibt ¢ € G(M) mit ¢a = uy. Sei a =
ZiaiuinLZiﬂwierEM.

1. Fall: |B;| =1. Es gibt Spiegelungen mit

Uy wenn j =1
a+—r .
u; — vj +v1 —up wenn j > 1

2. Fall: |oj| =1. Es gibt Spiegelungen mit

N falls j =1
a = vj uj+v—up fallsj>1

In jedem Falle gibt es in M Nui D M N{>_,(0pui +0,0,)} L (MNW) |, weil n>3,
einen Spiegelungsvektor s (so dafl die Spiegelung S lings s das Gitter M in sich
abbildet). Sollte das in 1 und 2 angegebene Produkt aus ungerade vielen Spiegelungen
bestehen, kann man noch S anfiigen und erhélt in jedem Falle ein ¢ € G(M) mit
oa = uy .
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3. Fall: Alle |a;| <1 und alle |3;| < 1. Dannist 3(w,w) = 0modp? und %a eM,
also a nicht primitiv.

G(M) ist eine kompakte Untergruppe von G . Wir bezeichnen sie mit K und nennen
sie eine Standard-kompakte Untergruppe.

Zerlegung von G: Sei g € G und X € (@; so. dafl Agu; ein primitiver Vektor in
M ist. Nach dem Lemma gibt es m € K mit mu; = Aguy. Ist d definiert durch
du; = Auq, dvy = %vl und dr =z fir z € HlL , S0 ist

_ _ 1
m~gduy = w1, m~'gdvy =v1 + a1 — 5(a1,a1)u1 = by, 0,01

via,m 'gd als orthogonale Transformation von
Hf- ansehen. Nach Induktionsannahme ist qS;ll’alm_lgd = m1by mit m; € Ky =

G(H{ N M) und byu; € > j<i Qpuj . Dann wird (wegen miui = us )

mit a; € Hi-. Wir kénnen also

9 =mou, ayibrdt =mmyg, 1, bid"' € K- B

ui,my - a

Auch hier haben wir wieder die Zusatzbemerkung: Wenn N wie oben im Falle R
definiert ist, dann ist B = DNG(W). Nach Definition des Gitters in W als {z €
W | |i(z,x)| < 1} ist dieses zwangsldufig invariant unter G(W), also G(W) C K .
Nach den Vertauschungsregeln ist nun sogar

G=K-DN

Das ist die lokale Iwasawa-Zerlegung.
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2. Adelisierung

1. Der Adelring von Q.
Definition : Ein Adel ist ein Tupel (Zoo, ..., Tp, o..... ) mit

Too € R, x, € Q, fiir alle Primzahlen p und z,, € o, fiir fast alle p

Die Adele bilden bei komponentenweiser Addition und Multiplikation einen Ring A, den
sogenannten Adelring von Q. Fiir jede endliche Menge S, welche oo enthilt, bezeichne

AS:HQ’U X HUP

vES PES

Offenbar ist
(1) A= Uendliche S AS

Ag wird mit der Produkttopologie versehen ([Sch], Seite 31), und A wird so topolo-
gisiert, daf} eine Teilmenge von A genau dann offen ist, wenn ihr Durchschnitt mit allen
Ag offen in Ag ist. Konkret bedeutet das:
Die

Wes ={x = (20)v | |20|o < € fiir v e Sund x, € 0, fir p ¢ S}
wo S alle endlichen Mengen von Bewertungen und e alle reellen Zahlen > 0 durchléuft,
bilden ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen in A, und eine Teilmenge von A
ist genau dann offen, wenn sie mit jedem a auch ein passendes a + W, g enthalt.
Nach dem Satz von Tychonoff ([Sch], Seite 67) sind alle Ag lokal kompakt, und damit
ist auch A lokal kompakt. Dies ist ein Grund dafiir, dafl man nicht das volle direkte
Produkt der Q, betrachtet, sondern das ”eingeschriankte direkte Produkt” (1).

Lemma 1. FEine Teilmenge C C A ist genau dann relativ kompakt (ihre abgeschlossene
Hiille ist kompakt), wenn sie in einer Menge vom Typ

H C, x H op, (S endlich, C, kompakt in Q,)
vES p¢gS

enthalten ist.

Beweis: Da A = UgAg und alle Ag offen sind, gibt es ein endliches S mit C C Ag .
Die Projektionen m, : A — Q, sind stetig, daher sind alle C, := 7,C kompakt, und

CCHvC'U X HpQSO'U'

Ist £ eine rationale Zahl, so ist £ ganz fir fast alle p, also ist (¢,....,&,....) ein Adel.
Diese Adele heilen Hauptadele. Auf diese Weise fassen wir Q als Teilring von A auf. In
Kapitel 1 hatten wir die p-adische Bewertung so normiert, da8 |p|, = % Hier ist einer
der Griinde dafiir:

Beobachtung: Fiir alle £ € Q, £ # 0, gilt die Produktformel ], [£], =1.

Beweis: Zerlege ¢ in Primfaktoren: & =+ ]_[p pFr , fast alle kp = 0. Mit der Normierung

ist ¢, =p~ % und |¢| = prkp .
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Lemma 2. Q ist diskret in A.

Beweis: (—1,1) x J[,0, ist offen in A und enthélt wegen der Produkttformel keine
rationale Zahl aufier O .

Sei © € A beliebig. Fiir jede Primzahl p gibt es eine rationale Zahl y, mit p-
Potenznenner, so da8 z, —y, € 0, , und y, # 0 nur fiir endlich viele p, etwa p € 5.
Fiir die rationale Zahl § := 37 _qy, ist dann z —§ € R x [Jo,. Ist n € Z, so ist
xp—&—n immer noch in o, fiir alle p, und man kann n so wahlen, da x. —n € [0,1] .
Das beweist

Lemma 3. Das Kompaktum [0,1] x ][, 0, enthélt ein Vertretersystem fiir A modulo
Q. Mit anderen Worten: A/Q ist kompakt.

2. Die Idelgruppe.

Definition: Die (im Ring A) invertierbaren Adele heiflen Idele.
Ein Idel ist also ein Tupel

(Tooy evvey Tpy -o..n), flir welches @, # 0 fiir alle v und |z,|, = 1 fir fast alle p

I wird so topologisiert, daf} eine Teilmenge U C I genau dann offen ist, wenn U und
U~! offen in A sind.

Sei x € I. Fiir jedes p kann man schreiben
xp = pHt? - up, mit py, € Z und |uy|, =1
und dabei sind fast alle y, =0. Mit § =[], p'r € Q" ist
T =& (Yoos---Yp, --eenn), WODbEL |yp|p =1 fiir alle p

Multipliziert man noch, wenn notig, mit —1, so erhélt man
(2) I=Q"- R x []ep)
P

(und diese Zerlegung ist direkt, denn die einzige positive rationale Zahl, die durch keine
Primzahl teilbar ist, ist 1.)

Fiir jedes Idel z ist nach Definition von ”Idel” |z,|, = 1 fur fast alle p. Daher ist
|| = H |0l

wohldefiniert. |z| heifit der Idelbetrag von . Die Produktformel sagt || = 1 fiir
£eQ*. Ist I die Untergruppe aller x € I mit |z| =1, so folgt aus (2), daB

I"=Q - ({1} x]]o;)

und das zeigt
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Lemma 4. 1°/Q" ist kompakt.

3. Die orthogonale Gruppe.

V' sei ein n-dimensionaler Vektorraum iiber @Q mit einer nicht ausgearteten sym-
metrischen Bilinearform (, ) und G seine spezielle orthogonale Gruppe. Fiir Oberkor-
per K von Q bezeichnen wir mit Vi bzw. Gg die Punkte von V bzw. G mit
Koordinaten in K. Zum Beispiel fir K = Q, ist Vg, ein n-dimensionaler Vektor-
raum iiber @, und als solcher lokal kompakt. (Er ist die Vervollstandigung von Vg fiir
die von der p-adischen Bewertung (komponentenweise) induzierte Topologie). Ebenso
ist Gg, eine lokal kompakte Gruppe. Stellt man sich (nach Wahl einer Basis von V' iiber
Q) die Elemente von G als Matrizen vor, so besteht Gg, aus Matrizen mit Eintrégen
in Q,. Daalle X € G Determinante 1 haben, bilden die X Ggq, mit Eintrégen in
0, eine Untergruppe in G@p . Diese wird sinngemafl mit G,, bezelchnet Dann kann
man G4 definieren als Menge aller Tupel X = (X, ..... ,Xp, ...... ) mit X, € Gg, fur

alle v und X, € G,, fiir fast alle p. Da G,, eine abgeschlossene Teilmenge von o
ist, sind die G, kompakt. Fiir alle endlichen S ist

Gas =[] Ga, x []Go,

veS pgs

nach Tychonoff lokal kompakt. Wird G4 so topologisiert, dafl eine Menge in G4 genau
dann offen ist, wenn ihr Durchschnitt mit allen G4, offen ist (Topologie des induktiven
Limes), dann ist auch G4 eine lokal kompakte Gruppe.

Eine basisunabhangige Beschreibung von G4 erhilt man, wenn man dasselbe mit Git-
tern ausdriickt: Sei M ein Z-Gitter in V' und M, := M ®z 0, seine Komplettierung
an der Stelle p. Die Elemente von G sind jetzt Abbildungen von V auf sich, welche
die Form (, ) invariant lassen. Dann besteht G4 aus allen Tupeln

O = (Do, Ppy e ) mit ®, € Gg, fiir alle v und ®,(M,) = M, fiir fast alle p

Diese Definition ist unabhéngig von dem benutzten Gitter M wegen

Lemma 5. Sind L und M zwei Gitter in V , so ist L, = M, fiir fast alle p.

Beweis: Nach Definition 2 von Gitter ist L =), Zu; und M =) . Zv; . Die Basen wu;
und v; gehen durch Matrizen A und B auseinander hervor:

= E ajiuj, U; = E b]'i’l)j
J J

In den Nennern aller a;; und b;; gehen nur endlich viele Primzahlen auf. Fiir alle
anderen p ist L, = M,.

Um aus den lokalen Iwasawa-Zerlegungen eine Zerlegung von G4 zu gewinnen, mochten
wir gerne Standardgitter benutzen. Dazu beweisen wir einen Satz iiber Z -Gitter:
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Satz 1.

(a) Fiir jedes Gitter M ist M = N,(V N M,)

(b) Sei M ein festes Gitter. Zu jeder Kollektion {LP}, von Gittern mit der Bedingung
LP = M, fiir fast alle p gibt es ein Gitter L mit L, = L? fiir alle p.

Beweis: (a): M besitzt eine Basis u1,....,u,, iiber Z. Damit ist V N M, = >, Qu; N
Yoiopui = (QNoy)u; . Aus Np(QNoy) =7 folgt die Behauptung.

(b): Wir setzen L = N,(V N LP) und behaupten zunéchst, dal L ein Gitter ist. Daf
L ein Z-Modul ist, ist klar. Nach der ersten Definition von ”Gitter” in Kapitel 1 mufl
noch gezeigt werden, dafl es Zahlen a,b # 0 gibt mit

a-McLcb ' M
Da L? und M, Gitter in V,, sind, gibt es natiirliche Zahlen p, und v, mit
p'* M, C LP C p~"* M,

Da nach Voraussetzung LP = M, fiir fast alle p, kann man fast alle p, = v, = 0
nehmen. Dann sind a = Hp ptr und b= Hp p”? wohldefiniert, und es gilt

aM,C LP C b 'M, fir allep
und daher nach Teil (a)
aM=an, VNM,)=n,(VNaM,) Cc N,(VNLP)= L, und genau so bL C M

Also ist L ein Z-Gitter und besitzt als solches eine Basis zy,....,z, tber Z. Jetzt
wollen wir zeigen, da§ die Komlettierungen von L die LP sind: Jedenfalls ist L C LP |
und da LP abgeschlossen ist, ist auch L, C L?. Wenn wir auch noch zeigen konnen,
dafl L dicht in LP ist, dann ist L, = L. Sei also z € L? gegeben. Jedenfalls ist
z =3 ;&x; mit § € Q,. Wir brechen die p-adische Entwicklung von &; an der Stelle
k ab (k wird spater passend gewihlt) :

& =i+ mit y; € po,
7; ist eine rationale Zahl mit p-Potenznenner, also ganz fiir alle ¢ # p. Dann ist
y:=>,mr; € VAL, CVNL? firalle ¢ #p und z —y = >, vix; € p’“Lp7 also

y € LP + p*L,. Wenn k groff genug ist, folgt y € Naje (V N L9) = L, und nahe an z
fir p.

Zur Herstellung der Iwasawa-Zerlegung von G4 schreiben wir iiber Q

mit (iiber Q) anisotopem W und hyperbolischen Ebenen H; = Qu; + Qu; . Sei M
irgendein Gitter in V. Fiir fast alle p # 2 enthalt M, die u; und die v; und ist
unimodular. In diesem Falle hat man

M, = (opu1 +opv1) L ..o.. L (0puy +0pv,) L (W), N M)
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Wenn W, isotrope Vektoren enthélt, kann man (da M, unimodular und p # 2 ist),
weitere hyperbolische Teilgitter abspalten und erhéalt schliefllich

M, = (opu1 +0,v1) Lo L (opuyr, +opv,,) L N,

mit 7, > r und einem anisotropen unimodularen Gitter NV, . Offenbar ist IV}, enthalten
in dem in Lemma 2 beschriebenen Gitter aller z mit |3(z,z)| < 1; da aber N, als
unimodulares Gitter maximal ist, ist N, gleich diesem. Wir sehen: Fiir fast alle p ist
M, ein Standardgitter im Sinne der lokalen Betrachtung.

Sei S die Menge der endlich vielen iibrigen p. Fir p € S wéhlen wir irgendein Stan-
dardgitter LP | in dessen Basis wir ui,....,v, aufnehmen. Nach Satz 1 gibt es ein Gitter
L mit L, =LP fir pe S und L, = M, fiir p € S. Dieses Gitter L benutzen wir
in der Definition der Adelgruppe. Es hat den Vorzug, dafl seine sdmtlichen Komplet-
tierungen Standardgitter sind, in deren Basis uy,...., v, vorkommen. Fiir die unendliche
Stelle ergénzen wir uq, .....v, irgendwie zu einem maximalen System wq, V1, ....., Up__, Ur
hyperbolischer Paare.

Die Gruppe
B={beG|by € ZQuj firi=1,..,r}

J<i

besitzt (wie G ) Komplettierungen Bg, und eine Adelisierung B4 . Anderseits haben
wir flir jede Stelle v

B"={beGq, |bu; €Y Quuj fiiri=1,....7,}
Jj<i
und nach der lokalen Betrachtung war

Go, = K, - B’

K — GrN(O(VTO(V™)) wenn v = oo
Y G(Ly) wenn v = p eine Primzahl ist

Nun ist aber offenbar BY C Bg_ , denn fiir die erste Gruppe werden mehr Bedingungen
verlangt als fiir die zweite. Also gilt erst recht

GQ’U = KUBQU

Das Produnkt K = [[, K, ist eine kompakte Untergruppe von G4 (deshalb mufiten
wir uns so viel Miihe geben bei der Definition der K, ). Jedes g € G4 zerlegen wir
komponentenweise in g, = kyb, . Nach Definition von G4 ist g¢,(L,) = L, fiir fast
alle p. Fir diese ist auch b,(L,) = L, , das heift b = (b,), ist ein Adel von B. Wir
erhalten

Ga=K- -By

Das ist die Iwasawa-Zerlgung von G4 . Sie ist (im Gegensatz zur lokalen) nicht eindeutig;
denn offenbar ist K N By # 1.
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3. Integration

[ sei eine reellwertige stetige Funktion mit kompaktem Triger auf Q,, etwa f = 0
auBerhalb p~% 0, . Wir teilen pN 0, ein in Restklassen mod p* und wihlen in jeder
Restklasse einen Vertreter . Dann bilden wir

L(f)=>_ flap™*

Natiirlich héngt I} aufler von k auch noch von der Wahl der Vertreter a ab .

Behauptung: Zu € > 0 gibt es k so, dafl
[Ti(f) — Ln(f)] < € fiir alle m > k

und alle Wahlen von Vertretern mod p¥ bzw. mod p™

Beweis: Als stetige Funktion auf einem Kompaktum ist f sogar gleichmafig stetig: Zu
€ >0 gibt es k so, daB8 |f(z) — f(y)| < € falls z =y mod p* . Fiir m > k besteht jede
Restklasse mod p* aus p™~* Restklassen mod p™ . Daher ist

Yo flap - > =

a mod pk b mod p™

> {ﬁ > f@y-p* = > o=

a mod pk b=a mod p¥*, b mod p™ b mod p™

> > {f(a) = f(O)}p™™

a mod p*  b=a mod p*,b mod p™

Diese Summe ist dem Betrage nach < ep" (die Anzahl der Summanden ist pN+™ ).

Daher existiert der Limes I der I(f) fiir & — oo und alle Wahlen von Vertretern
a mod p¥ . Er ist ein lineares Funktional auf dem reellen Vektorraum der stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Trager auf Q,, . Definiert man die verschobene Funktion f. durch
fo() = fle+2) , so gilt

I(fe) = 1(f)

Man nennt I ein Haarsches Mafl auf Q,. ( Fiir Einzelheiten siehe [L], Seite 107 ff).
Das Haarsche Ma8 ist bis auf einen Faktor bestimmt. Wir schreiben

1) = [ fla)do

Mit der Definition von I ist das Mafl so normiert, daf§ die offene kompakte Menge o, das
Volumen 1 bekommt. Weil o, (fiir n > 0) die disjunkte Vereinigung von p™ Restklassen
¢+ p"o, ist, folgt aus der Translationsinvarianz, dal p™o, das Volumen p~" besitzt.
Und das gilt auch fiir » < 0 (man schreibe p™o, als Vereinigung von Restklassen mod
0, ) Transformationsformel:

1) [ taz)da=1aly" [ 1o ds
1
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Beweis: Nach Konstruktion des Integrals geniigt es, die Behauptung fiir die Indikator-
funktion f einer Restklasse ¢+ pkop zu beweisen. Ihr Integral ist p~*. Sei a = p"u
mit einer Einheit v und g(z) = f(az).

g(m)#O@f(aw)#O@ach—Fpkap(:}xG§+pk_"0p

k—n

g ist also die Indikatorfunktion einer Restklasse mod p . Thr Integral ist wie oben

bemerkt = p"~*. Nun ist

[owis ==t =y [ farae = ol [ s(oyis

Auf QZ nehmen wir das Produktmafl: Fiir stetige Funktionen f mit kompaktem Trager
T

und z= | @ | €Q) kann man es definieren als iteriertes Integral

Der Satz von Fubini besagt, dal das Ergebnis unabhéngig von der Reihenfolge der z;
ist. Ferner folgt aus der Translationsinvarianz der Integrale [ ....dxz;, daB das [ f(z)dz
sich nicht dndert bei elementaren Transformationen

T
L1 L1 :
Tn T :
Tn

Weil jede invertierbare Matrix Produkt von elementaren Matrizen 1+ Me;; und Diago-
nalmatrizen ist, folgt aus der Transformationsformel (1)

Satz 2. Fiir jede invertierbare Matrix A gilt

/f(Ax) do = \detA\;l/f(x) d

Adelisierung: Wir wollen auf dem Adelring A ein Haarsches Mafl dx4 definieren mit in
einem noch zu erkldrenden Sinne dry = HU dx, : Jede Funktion auf A mit kompaktem
Triager ist = 0 auflerhalb eines passenden

AS:HQ'UXHOP:H@UXAS

veES pgS veES

A® st eine kompakte Gruppe, und wir nehmen auf ihr das Haarsche Mafl dz® | fiir
welches die ganze Gruppe das Volumen 1 bekommt. Sodann nehmen wir auf Ag das
ProduktmaB dzg = [[,cqdz, - do®. Das fAs f(z)drs ist unabhéngig von der Wahl
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der Menge S, fiir welche Ag den Tréger von f enthélt, ndmlich: durch Vergleich von
S, T mit SUT geniigt es, das einzusehen, wenn S C T'. dz® ist das Haarsche Maf auf
AS = [,¢s0p . fiir welches AS das Volumen 1 besitzt. Dieselbe Eigenschaft hat das
Produktmafl HpeT\S dz, - dx’ . Also ist drvg die Einschrinkung von dzr auf Ag,
und daraus folgt die Behauptung.

Beispiel: Wir sahen, daf3
W =100,1) x [ op
P

ein Vertetersystem fiir A modulo Q ist. Das Volumen von W ist
1
/ dxA:/ dxoo-H/ dr, =1
w 0 p YO

Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber Q , so wéhlen wir irgendeine Basis vy, .., v,
von V iiber Q und benutzen die Koeffizienten zq,....,z, in x = Zl z,;v; als Koordi-
naten. Bei Wahl einer anderen Basis gehen die neuen Koordinaten y; durch eine lineare
Transformation y = Tz aus den alten hervor. Dabei multipliziert sich das Integral in
Vg, nach Satz 2 mit dem p-Betrag der Determinante von 7. Geht man zur Adelisierung
Va fiiber, so multipliziert sich das Integral mit ], |[detT|,. Nun ist aber det7" eine
rationale Zahl , und nach der Produktformal ist [],|detT|, = 1. Wir haben jetzt auf
dem Adelraum Vy ein Mafl definiert, welches von der Wahl der Basis von V iiber Q
unabhéngig ist !!
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4. Der Kompaktheitssatz
Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Kapitels bei. Sei 0 # p € Q und
L={zeV|(z,z)=p}

die ”Sphére vom Radius p 7. Sei e € Eqg fest. Wir kilrzen (z,z) mit F(x) ab. Man
definiert eine Abbildung © von G4 nach ¥4 durch

m(g) =gefirge Ga

Lemma 1. 7 ist stetig und offen.

Beweis: ”stetig” ist klar, weil 7 durch lineare Gleichungen in den Koeffizienten von g¢
beschrieben werden kann. Fiir ”offen” zeigen wir

1. Fiir alle v und alle offenen U, C Gg, ist m,(U,) offen in Xg, ; némlich: Sei
a € m,(Uy), etwa a = goe mit gy € U,. Wenn = € ¥g, nahe an a ist, dann ist
a + x nicht isotrop (weil nahe an 2a) und wenn S, die Spiegelung langs a ist, dann
ist Sq12Sq. € G, nahe an 1, also S,1,S.90 nahe an go , mithin in U, , und

T = Sat25.a = SatzSagoe € T, (Uy)

Damit ist 7, (U,) offen.
2. Fiir fast alle p ist m,(G(M,)) = M,NXg, . Namlich: Sei M, unimodular und p # 2

und |pl, = 1. Wenn z € M, N Eg, und wenn [(z +e,x +e)|, = 1, dann bilden S
und S;4. das Gitter M, in sich ab und

Sx+eSee =,

also = € m,(G(M,). Wenn |(x +e,x+¢€)|, <1,dannist [(x —e,x—¢€)|, =1. Da M,
unimodular und p # 2, gibt es v € M, mit (u,e) =0 und |(u,u)[, = 1. Dann ist
Sz—eSue =, also wieder z € m,(G(M,) .

1 und 2 zusammen zeigen, dafl m offene Mengen auf offene abbildet.

Lemma 2. Sind X und Y lIokal kompakte Rdume und m eine Abbildung von X auf
Y , die sowohl stetig als auch offen ist, dann besitzt jedes Kompaktum in Y ein partielles
kompaktes Urbild in X .

Beweis: Sei C' kompakt in Y und C das volle Urbild von C'. Da 7 stetig ist,
ist C jedenfalls abgeschlossen. Fiir jedes € C' nehme man eine offene Umgebung
U, in X, deren abgeschlossene Hiille kompakt ist. Offenbar ist C c UyeaUs und
damit C = 7(C) C Uyeam(Uz) . Da 7 offen ist, sind alle 7(U,) offen in Y. Da
C kompakt ist, gentigen endlich viele z; es ist C' C Ul mw(U,,) = w(U,U,,) Die
abgeschlossene Hiille C" von UP_,U,, ist kompakt und damlt ist auch ihr Durchschnitt

mit der abgeschlossenen Menge C' kompakt. Dieser wird bei 7 genau auf C' abgebildet.

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata beweisen wir den Kompaktheitssatz:
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Satz 3. Wenn die quadratische Form iiber Q anisotrop ist, dann ist G/Gg kompakt.

Beweis: Fir n = 1 ist der Satz trivialerweise richtig, weil dann G nur aus der Eins
besteht. Sei m > 1 und der Satz bis n — 1 bewiesen.

Man wéhlt ein Kompaktum C C V4 mit vol(C) > 1(= vol(Va/Vp). Fir X € Ga
ist vol(X~'C) = wvol(C') > 1. Daher ist die Projektion V4 — Va/Vgp auf X~ '1C
nicht injektiv. Das bedeutet: es gibt z,y € X7'C mit 0 # 2 —y € V. Dann ist
E:=x—y € X IC', wobei C' = C — C ebenfalls kompakt ist. Sei etwa £ = X 'c.
Dann ist F(§) = F(c) € QN F(C"). Da Q diskret in A und F(C’) kompakt ist, ist
QN F(C") endlich. Daher gehort F(§) einem endlichen Vorrat (von 0 verschiedener,
weil Vg anisotrop) Zahlen {(i,....,¢n} an. Die Betrachtung zeigt: Zu jedem X € G4
gibt es ¢ mit 1 <i<h und £ € Vi mit X € C’ und F(§) = ¢

Die Sphére ¥; 4 vom Radius (; ist abgeschlossen in Vy, also ist E; := X; 4 N C’
kompakt in V4. Sei e; ein fester Vektor in ¥; . Da Gg transitiv auf ;g ist, gibt
es v € Gg mit { = ve;. Die Projektion G4 — ¥; 4 , gegeben durch X — Xe;, ist
nach Lemma 1 stetig und offen. Nach Lemma 2 gibt es ein partielles kompaktes Urbild
K;, so daB also F; = K;(e;). Nun ist

Sei g; der Stabilisator von e; . Nach (1) ist Xy € K;g;, 4 . Damit ist gezeigt, daf
(2) Ga=U" 1K gia-Go

Da F(e;) # 0, ist der Stabilisator g; die spezielle orthogonale Gruppe von e; , also
eines (n — 1) -dimensionalen nicht ausgearteten Raumes. Nach Induktionsannahme gibt
es Kompakta B; C g; 4 mit g; 4 = B;g; . Die Bilder der B; bei der Einbettung von
giA in G4 sind natiirlich kompakt in G4 . Trégt man diese in (2) ein, so ist Satz 3

bewiesen.
Wenn Vg die null darstellt, gilt der Satz offensichtlich nicht mehr; die orthogonale

())\ )\91 7)\750 Fiir

diesen Fall wollen wir einen anderen Satz beweisen, wozu wir ”Hohen” erklaren miissen:

Gruppe enthélt dann eine Gruppe von Diagonalmatrizen

In V., wahlen wir eine positiv definite quadratische Form < , >, welche unter der
Gruppe Koo = O(VH)O(V™) N Gy invariant ist, zum Beispiel < z,x >= (z7,2") —
(z7,z7) = (@, 2t) + |(z7,27)|, wenn 2 =27 +2~ in V=Vt L V- ist. Dann

setzen wir
l1Z|loo = V< 2,2 >

Sodann nehmen wir ein Gitter M in Vg (vorzugsweise gleich eines, dessen sdmtliche
Komplettierungen M, Standardgitter sind) und setzen fiir « € Va,

[|z||p = p™ wenn p"x ein primitiver Vektor in M, ist
(also ||z||, <1< o € M, ). Dann sei
Vi={x € V4 |z, primitiv in M, fiir fast alle p}

Fir = € V definieren wir die Hohe
2]l = T T llzoll.
v

26



Lemma 3. Zu g € G4 gibt es ¢(g) mit
lgz|| < c(g) ||| fiir alle z € V4

Beweis: Sei g € G4 und x € V3. Fiir fast alle p ist g,M, = M, und z, primitiv
in My, also ||gpxpl|lp =1, und [[, ||gu®s||v ist wohldefiniert. Zu jedem v gibt es eine
Schranke ¢, = ¢,(gy) mit [|gu@ollo < coll@ylly fir alle z,. Wenn g,M, = M, , kann

¢p = 1 genommen werden. Dann ist ¢ := [[, ¢, wohldefiniert, und mit diesem ¢ gilt
die Behauptung.

Lemma 4. Zu festem r gibt es nur endlich viele mod Q* verschiedene & € Vg mit
el <.

Beweis: Aus der Definition folgt ||vx|| = |v|-||z|| fiir jedes Idel v und z € V. Wegen
der Produktformel ist ||vz|| = ||z|| wenn v € Q". Ist nun £ € Vg, so gibt es v € Q*
so, dafl n:= ¢ ein primitiver Vektor in M ist. Fiir diesen ist ||7]|co = ||n]| = |1€]| < 7.
In der Kugel vom Radius r in V, gibt es aber nur endlich viele Gittervektoren.

Mit Hilfe der Hohe konnen wir formulieren und beweisen

Satz 4. Wenn Vg die Null darstellt, dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(V) mit der
Eigenschaft: Zu jedem g € G4 gibt es einen isotropen Vektor & # 0 in Vg mit

lgéll < e

Beweis: Ist n = 2, so wird V' aufgespannt von einem hyperbolischen Paar u,v , und
fir g € Ga ist gu = Au, gv = ;v , und man kann ¢ = maz(||u],||v||) nehmen. Sei
also n > 3.

M sei das Gitter in Vg, welches oben zur Definition der Hohe gedient hat. Damit das
Argument durchsichtiger wird, benutzen wir ein Kompaktum C = Cy % Hp M, , wobei
Con die Kugel < z,z >< R* und R so grof ist, da vol(C) > vol(V4/Vg) . Dann ist
C'=C-C=20x]],M,.

Wie im Beweis von Satz 3 gibt es eine endliche Menge {(o, (1, -...., (n} € Q und Vektoren
€o, ... en, € Vg mit (e;,e;) = ¢; und der Eigenschaft: Zu g € G4 gibt es v € G und
ein 7 so, dal gye; € C’'. Nur kann jetzt eines der (;, etwa (o = 0 sein. Jetzt gibt es
fiir g drei Moglichkeiten:

1. i =0. Wir nehmen & = yeg. Jeder Vektor # 0 in Vg ist in fast allen M, primitiv,
und g,M, = M, fir fast alle p. Daher ist g§ € V} , und wegen g€ € C’ ist

19€1| = lgoc€lloo - [T l9p€1l» < 2R
p

2. i# 0 und (ej)g enthilt isotrope Vektoren. Bei der Abbildung g — ge; von G4
auf die Sphére ¥; 4 besitzt das Kompaktum C’'N3; 4 ein partielles kompaktes Urbild
K;. Es gibt k € K; mit gve; = ke; . Nach Induktionsannahme gibt es ¢; und zu
k~lgy € Stab(e;)a ein isotropes 71 € (e} )g mit ||k~1gyn|| < c;. Die Konstanten c(g)
aus Lemma 1 sind auf dem Kompaktum K; beschrankt, etwa < d;, und mit £ = yn@
ist

lg€ll < dici

3. i#0 und (eif)p ist anisotrop. Nach Satz 3 gibt es ein Kompaktum D; C g;a mit
gia = D;gip . Wie unter 2. ist k~'gy € g;a, also nun etwa k=lgy =d-§ mit d € D;
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und J € gp. Nach Voraussetzung gibt es in Vg einen istropen Vektor wuy. Man setzt
¢ =~6"tug und hat
llg¢|| = ||kdug| < const;

weil ug fest und & und d in einem Kompaktum laufen. Damit ist Satz 4 bewiesen.
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5. Siegelbereiche

Wir erinnern an die Iwasawa-Zerlegung

Ga=K- By
aus Kapitel 2. Dabei war
U1, V15 ...on; Up, U €in maximales System hyperbolischer Paare in Vg
H, die von u; und wv; aufgespannte hyperbolische Ebene
W = ﬂ{leiJ- und wgyy1,...., w, irgendeine Basis von W {iber Q.
Beziiglich der Basis uq, ..., Uy, V1, ..., Up, Wop41, ..., w, bestand B aus allen Matrizen
/\1 *
. * *
0 Ar
1
v 0
0 0
* e
0 * *

b X\; = X\;(b) ist ein Homomorphismus von B in die multiplikative Gruppe, also von
Bg nach Q*, von Bg, nach Q} und von B, in die Idelgruppe I .

Lemma 1. Wenn b€ ByNK , dannist |A\;| =1 fiir i=1,...,7.

Beweis: B, ist abgeschlossen in G4 (es ist durch Nullsetzen gewisser Matrixkoeffizien-
ten in den ersten r Spalten definiert), und K ist kompakt. Daher ist B4 NK kompakt.
Und |A;| ist stetig. Das Bild von By N K ist daher eine kompakte Untergruppe von
RY, . Die einzige solche ist {1}.

Folgerung: Fiir g=k-b € K - By ist

|Ai(g)] := |Ai(b)| wohldefiniert

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis der Minkowski’schen Ungleichungen fiir die \;. Das
bereiten wir vor in der Gruppe GL(n).

Bekanntlich ist jede reelle invertierbare Matrix = orthogonal mal dreieckig:
GL(n,R) = SO(n,R) - B(n,R)
Fir p gilt

Satz 5.
GL(n,Q,) = SL(n,0,) - B(n,Q,)

Beweis: Sei X = (z45)i; € GL(n,Q,). Multiplikation mit einer Permutationsmatrix
> i £ex(i),i € SL(n,0,) von links bewirkt Vertauschung der Zeilen (bis aufs Vorzeichen).
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Deshalb kann man annehmen, daf8 |z11| > |z;1] fiir alle . Dann ist A; := 2% € 0, und

T11
Y =1- Z?=2 i€l € SL(TL, Up) und

11 ... Zip
YX= :

0
Mit Induktion nach n folgt die Behauptung.

Hieraus haben wir die Iwasawa-Zerlegung von GL(n)4: Mit der kompakten Gruppe
K =50(n,R) x[[,SL(n,0p) ist

GL(n)s = K - B4

Lemma 2. Sei dim V = 2. Es gibt eine Konstante e mit der Eigenschaft: Zu g €
GL(V)a mit |detg| =1 gibt es £ € Vi mit |[g€]] <e.

Beweis: Man wéhlt ein Kompaktum C C V4 mit vol(C) > vol(Va/Vg) , zum Beispiel
Coo X ][, My, wo M das Gitter ist, das zur Defintion der Hohe gedient hat ( ||z[|, = ",
wenn pFz primitiv in M, ist). Da |detg| = 1, ist vol(¢~'C) = vol(C). Daher wird
g~ 'C modulo Vg nicht injektiv projiziert: es gibt z,y € g7'C mit 0 £ z—y =€ € Vg .
Dann ist g€ € (Coo — Coo) X [[ M, =: C', auflerdem in V. Auf C' NV} ist die Hohe
beschrénkt, etwa < e, und wir haben ||g¢|| <e.

Satz 6. Sei dim V = n. Es gibt eine Konstante ¢ mit folgender Eigenschaft: Zu
g€ GL(V)4 gibt es v € GL(V)q derart, daB in der Iwasawa-Zerlegung

tl *
gy=m-pmitmée K und p = € By
0 tn

fiir die Idele t; die Ungleichungen |t;| < c|t;+1| fir i =1,...,n — 1 gelten.

Beweis: Induktion nach n, Verankerung fiir n = 2: Wenn |detg| = 1, dann liefert
Lemma 2 einen Vektor £ € Vg, £ # 0 mit ||g€|| < e. Schreibe { = ye; mit v € GL(V)g
und zerlege gy = mp nach Iwasawa. Da die Hohe invariant unter K ist, folgt

e > [|g¢l| = llgveill = [|mperl| = lIperl| = [t]

und :
2 =1 <
2

Im allgemeinen nehme man A € R* mit A\?|det g| =1 und setze h = (Agoo, s Gpy ----) -

tl * . o

0 t2> mit hy = mp und

\i—l| < €2. Aber der Quotient i—l andert sich gar nicht beim Ubergang von h zu g,
2 2

daher ist die Behauptung auch fiir g richtig.

Dann ist |deth| = 1, und wir haben ~v,m und p = <
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Induktionsschlu: Wir wahlen v zu g ”schrittweise minimal” so: Nach Lemma 4, Kapi-
tel 4, existieren alle folgenden Minima. Damit sei

73]

r1 = min
g *

Dann ist auch 7 = min,eq, ||gves||. Sei
Ry ={y € Go | |lgrer|| =1}

In Rjey gibt es wieder einen Vektor &, fiir den ||g€|| minimal ist, etwa = ro. Sei
Ry ={y € Ry | |[lgvez|| = r2}

Fir v € Ry ist

[lgvea|l < |lg€]| fir alle § € Ryiez und [[gyes ]| < [|g€]| fiir alle £ € Vg
So fortfahrend definiert man R; D Ry D ...... D R, ,und fir v € R, gilt schlieflich
r1 = |lgverl] < |lg7el| fiir alle 7' € Gg

r2 = [lgves|| < [lg7'ez]| fiir alle 5 mit [|g7 es | =4

llgvenll < [lg7 enl| fiir alle 4" mit ||gy/e;]| =7 firi=1,....n—1

Die v € R,, nennen wir minimal fiir ¢ und behaupten, daf}; wenn v € R,, und gy = mp
und t1,....,t, die Diagonalglieder von p sind, die Ungleichungen [t;| < ¢|t;11] fir ¢ =
1,....,n—1 gelten. Namlich: Angenommen nicht. Dann gibt es ein ¢ mit |¢;| < ¢t;41]
fir j < i und |t;| > c|tit1|. Wir werden ein 4 finden, welches v echt unterbietet.
Dazu schreiben wir

p’ ok %
p=|0 p *
0 0 p/l/

wo p’ die aus der i-ten und (i+1)-ten Zeile und Spalte gebildete zweireihige Teilmatrix
von p ist. Zu p’ gibt es nach der Verankerung 7' mit p'y' = m'p’, so da p' =

(ti * ) und |¢;| < ¢|tit1]. Man setzt

0 tiy1
1 0 0 1 0 O
¥=(0 o 0] undm={0 m 0O
0 0 1 0 0 1
Aus gy = mp erhalten wir

1 0 0 p’ox %

gy=m-|0 m 0 0 p =

0 0 1 0 0 p”

Die letzte Matrix hat die Diagonalglieder #1,....,t;_1#;, tiv1, tit2, ..ty . Aus p'y = m/p’
folgt durch Determinantenbildung [t;t;+1] = |[titir1|. Da |t;| > c|tiz1] und || <
cltiv1], muB |£;| < |t;] sein, und das zeigt, dall v von 4 echt unterboten wird.

Mit Hilfe von Satz 6 beweisen wir fiir die orthogonale Gruppe
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Satz 7. Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(V) mit der Eigenschaft: Zu g € G4 gibt es
v € Gg derart, daf$ fiir die zu Beginn dieses Kapitels erkldrten |\;| gilt

[Ai(g7)] < cAiva(gy)| fiir 1 <i <r

Beweis: Wir schreiben die Elemente von G als Matrizen beziiglich der zu Beginn des

Kapitels benutzten Basis w1, ..., Uy, U1, ooy Upy W1y vveey Wy
X 0 0
(X)=10 X7t o0
0 0 1

ist eine Einbettung von GL(r) in G . Istnun g € G4 gegeben, so schreiben wir zunéchst
g=k-b mit k€ K und b€ By . Nach Definition hat b die Gestalt

X * *
b=|10 X' 0
0 * *

Nach Satz 6 gibt es zu X ein v € GL(r)g so, daB in der Zerlegung X+ = mp mit

t1 * *
p=10 "-. =« gilt
0 0 ¢t
(1) |tl| S C|ti+1| fir i = 1,...,7‘ -1
Dann ist
X o % X~ * * 1 0 0
g=k-{0 X7t 0]l=k-[ 0O (X9t 0 0 + 0
0 * * 0 * * 0 0 1
mp * * v 1o o0
=k 0 m'~p~t o0 0 + 0
* * 0 0 1

Nun ist «(m) € K ; denn

1. fiir Mmoo € SO(r,R) ist ms = m/gt, und daraus folgt i(m)oo(u; +v;) € VT, genauso
i(m)oo(u; —v;) € V7, und

2. Wenn m,, € GL(r,0,) , dann gilt dasselbe fiir m/; ! .

Natiirlich ist ¢(y) € Gg . und

p * *
g(meK-10 p~t 0
0 * *

Die |Ai(ge(y)| sind die [¢;| aus (1); das beweist den Satz.
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Zusatz: Wenn n > 2r , dann gilt mit denselben Bezeichungen

IAr(g7)] < co

mit einer gewissen Konstanten cq .
Beweis: Mit offensichtlicher Abkiirzung schreiben wir

D= (Al ey Ar)Ouray oo Puupa,

mit ¢ € G(W)4 und Eichlertransformationen ¢,,,,, . Wirsetzen p = (1,...,1, A\ )¢y, 0.9
Das ist ein Automorphismus von H, 1 W . Nach Satz 4 gibt es einen isotropen Vektor
e (H L W)g mit ||p€]] < co, wo ¢¢ eine nur von V abhéngige Schranke ist. Da
n > 2r,ist H, L W mindestens dreidimensional, daher gibt es 4 € G(H, L W)g mit
Ju, =&. In H, L W schreiben wir py = m*p*. Nun ist
g’yﬁ/ = mp;? = m(>‘1a —eey )‘T—la 1)(17 (XS 17 )\T)qbulal""¢u7»arq:§/
= m()‘lv ey Ar—1, )¢u1b1 """ ¢ur71br71ﬁ:}/
= m()\lv"‘ r—1, )(bulbl ¢urflb,ﬁ71m*p*
:mm*()\la"" r—1, )¢u101 (bur,lcr,lp*
mit b; = (1,....,1,\.)a; und ¢; = m*~1b; . Weil p* die Vektoren wui,....,u,_1 fest Lifit,
ist
A () = A1 = A (gy)| fiir j =1,...,m =1
[A-(gv7)| ist nach Definition der Betrag des Koeffizienten von w, in
<)\17 r 1 )d)ulcl (bur,lc,,.,lp*ur
Weil p* € G(H, L W)aN By, ist p*u, = pu, mit einem Idel g, und
()\1; vy Ap—1, )¢ulc1 ----- ¢u,v,1c,.,1p*ur € pur + ZAUJ
i<r
Also ist
(A (g7 7)] = |ul
Anderseits ist
il = lpur|] = [l ur|| = llm*p ur|| = [[pYur[| = [|BE]] < co

Damit ist der Zusatz bewiesen.

Fir reelles ¢ > 0 sei im Falle n > 2r
B.={be Ba ||| < c|Xig1(b)| fiir i =1,...;7 — 1 und |A.(b)| < ¢}

und
S. = KB,

S. heifit ein Siegelbereich. Das Ergebnis dieses Kapitels ist: Wenn n > 2r , dann gibt
es ein ¢ so, daf
Ga = S.Gg

Der Fall n = 2r ist etwas komplizierter und bekommt ein eigenes Kapitel.
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6. Minkowski’sche Ungleichungen, der Fall n = 2r

Wir behandeln zuerst den Fall n = 2r = 4 und fihren den Fall n = 2r > 4 auf diesen
zurick.

Den vierdimensionalen Vektorraum V mit zwei zueinander senkrechten hyperbolischen
Ebenen kann man realisieren als Vektorraum der zweireihigen Matrizen mit der quadrati-
schen Form

(z,2) = 2detx

(auf diese Idee hat Herr Freitag mich gebracht). Die zugehorige symmetrische Bilinear-
form ist

(,y) = det(x +y) — detx — dety = x11y22 + Ta2y11 — T12¥21 — T21Y12

1 0 0 0
U ‘= €11 = 0 0 y U1 i= €22 = 0 1

bilden ein hyperbolisches Paar, und

0 1 0 O
Uz 1= €12 = 0 0 , V2 1= —€21 = 10

das dazu senkrechte.

Die Matrizen

Lemma 1. Jede orthogonale Transformation T von V mit Determinante 1 hat die
Gestalt
T(X)=AXB

mit invertierbaren Matrizen A und B mit det A-det B=1.
Beweis: T(eq1) ist # 0, aber detT(e;;) = 0. Daher ist T(ej;) eine Matrix vom Rang
1, also von der Gestalt ab’ fiir zwei Spalten a,b # 0. Analog ist T(e22) = ed’ . Die
Isometriebedingung lautet

1= (611, 622) = (ab’, Cd/) = (a102 — agcl)(b1d2 - —bgdl)
Das zeigt, dafl a = <a1 ) und ¢ = <01 ) nicht proportional sind, ebenso nicht b und

ag Co
d . Die Matrizen
_[a1 a _ by bo

A= <a2 02) und B = (dl d2>
sind daher invertierbar, und man findet nach kurzer Rechnung

AenB = T(en), ABQQB = T(egg)
Damit T eine orthogonale Transformation ist, mufl det A - det B =1 sein. Setzt man

S(X)=A"'T(X)B™!

so ist S eine orthogonale Transformation mit S(e11) = e;1 und S(eas) = €22 .
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Die Links- ebenso wie die Rechtsmultiplikation mit einer Matrix A, betrachtet als lineare
Transformation des Vektorraumes der n -reihigen Matrizen, hat bekanntlich die Deter-
minante (det A)™. Folglich hat X — AXB die Determinante (det A - det B)?. Wegen
det A-det B =1 ist das = 1. Die Transformation S bewirkt nun eine orthogonale
Transformation mit Determinante 1 in der von ejs und es; aufgespannten hyperbolis-
chen Ebene. Alle solchen sind von der Gestalt

1
€12 = Ae1g, €21 62

Dies wird bewirkt durch die Transformation X — CXC~! mit C = (8 (1)> (welche

e11 und egy fest 1iBt). Also gilt T(X) = AC XC~ !B fiir alle X, und Lemma 1 ist
bewiesen.

Damit die Abbildung (A, B) — T4 5 ein Homomorphismus wird, definieren wir

Tap(X)=AXB

Nach Satz 6 des vorigen Kapitels kann man A schreiben als A = PDI" mit P in der
kompakten Untergruppe, einer Dreiecksmatrix (Cg ; > mit
2

(1) |d1| < cl|dy]

1
und T' € GL(2,Q) . Die Matrix ( de6F (1)> - T liegt immer noch in GL(2,Q) und hat
1 -1

aber Determinante 1. Den Faktor de(t)F (1) schlagen wir zu D (dabei &ndern sich

die |d;| nicht wegen der Produktformel) und erhalten eine neue Darstellung A = PDT
mit denselben |d;| und detT' = 1. Dasselbe machen wir mit der Matrix B und haben

B=QEA mit E = (eol ., ) md

(2) le1] < cles]

Und dann ist

(3) Tap =1TpQTp el A

Um die |\;| ins Spiel zu bringen, kehren wir zur Basis w1, us,v1, vy zuriick. Beziiglich
dieser Basis ist die Linksmultiplikation L4 mit A beschrieben durch

ar 0 0 —aiz
L= 0 a1 a2 0 _ ait a2 W
0 as1 Qa922 0 —ag W a22
—a921 0 0 a2

. 0 -1
m1tW<1 0>.
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Fir die Rechtsmultiplikation mit B’ erhilt man

B 0 5 .
Rp = (0 B’)’ B = Adjunkte von B

1. Behauptung: Wenn P € SO(2,R), dann bilden Lp und Rp/ die Raume VT und
V'~ auf sich ab.
Beweis: VT war aufgespannt von u; +v; und us + vo. Nach der Identifikation von

V' mit dem Matrizenring sind dies die Matrizen <é (1)) und (_01 (1)> . Sie spannen

den Raum aller <2 —)\,u ) auf, und dieser wird bei Links- und Rechtmultiplikation mit

cosa —sina

Drehmatrizen .
siha cosa

> auf sich abgebildet . Das Gleiche gilt fiir den Raum

V'~ , der aus allen (A H ) besteht.
woo—A

2. Behauptung: Wenn P € GL(2,0,), dann bilden die Links- und Rechtsmultiplikatio-
nen mit P das Standardgitter o,u; + 0,v1 + 0puz + 0pv2 auf sich ab.

Beweis: Offensichtlich haben in diesem Falle die Matrizen Lp und Rp ganze Eintrage
und sind auch ganz invertierbar (weil det P Einheit in o, ist).

Folgerung: In der Zerlegung (1) ist Tpg € K, also Ta p € K - Tp gGg
Es bleibt also Tp g zu betrachten. Es ist

dy * E 0 i E
TD,E:LDRE’:<01 d2>(0 E‘l):< 10 d2E/>

Die ersten beiden Diagonalglieder dieser Matrix sind A\; = dye; und A = dyes. Da
Tp,r eine orthogonale Ttransformation ist, ist det D -det E = 1, also dijdsejes = 1.
Nun folgt

A
5l= |Z—;| < ¢ nach (2)

und J
A As| = |deres| = 'Il' < ¢ nach (1)
2

Das sind die Minkowski’schen Ungleichungen im Falle n =2r =4.

Satz 8. Sei n = 2r > 4. Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(V) mit der Eigenschaft: Zu
g € G4 gibt es v € Gg derart dal

(4) Ailgn)| < el Aiva(gy) fiiri =1, ....r =1 und |Ar—1(g7)Ar(97)] < ¢
(4) sind die Minkowski’schen Ungleichungen, wenn n = 2r.
Beweis: Die ersten r — 1 Ungleichungen folgen wie in Satz 7, Kapitel 5, wenn v wie

dort minimal gew&hlt wird. Wir behalten die Bezeichnungen aus Satz 7 bei. Nur der
Raum W ist jetzt nicht mehr vorhanden. Wir schreiben
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gy = mp mit p = ()‘17 ceeey )‘T)¢1ua1""¢ur—1ar—1
= (A17 seeey )\’r—27 1a 1)¢u161 """ (bu,,a,zb,,«fz . (1a ceey 17 A7‘—17 AT‘)(bu,«,laT,l
mit b; = (1,....,1, A\p_1, A\r) a; . Wir setzen

(17 ceeey ]-7 A’r‘flu AT)¢UT71GT71 = ]5

Bei der natiirlichen Einbettung von G(H,_1 L H,) in G wird die Standard- kompakte
Untergruppe der ersteren in K abgebildet. Nach dem schon bewiesenen Fall n =4 gibt
es ¥ € Go(Hy—1 L H,), welches wir uns durch Identitdt in Hy; L ... L H,_o auf V
fortgesetzt denken, und m € Gao(H,—1 L H.) N K mit

pY = ’f:h(l, ceeey 17/1/7‘71) ,Ur)¢u7,,1e

mit einem gewissen Vektor e € (H,.)4 , so dafl

(5) lpr—1] < elpr] und |pr—1pr| < c

Dann wird mit gewissen durch die Vertauschungsregeln entstehenden d;
g’Y:Y = mp;? = m()‘la ceeey A7‘—27 1; 1)¢u1b1~-~-¢u7~,2b,,~,2p~’?

=m(A1y e, Arm2, L, D) Py by oo @b oMLy ey 1y flr— 15 o) Py e
= mn( A1, oo Arc2, fhr—15 r) Ourdy oo Our_ody s Pur_re
Daraus folgt
Aj(gy )| = [Ay] fiir j=1,...,r — 2
A (v )] = |yl fiir j =7 — 1,7

Wegen der Minimalwahl von v ist |A._1| < |gr—1], also erst recht |[A,_a] < c|A—1| <
c|ptr—1|. Zusammen mit (5) bedeutet das, dal mit ¥ statt v die sdmtlichen Ungle-
ichungen (4) bewiesen sind.

Mit Hilfe von Satz 7 und 8 wollen wir einen Bereich S in G 4 konstruieren, der jedenfalls
ein Vertretersystem fiir G4 nach Gg enthilt und von dem wir im nachsten Kapitel
beweisen wollen, daf er endliches Volumen hat (fiir ein Haarsches Mafl auf G4 ). Man
setzt zunachst

(6) Tae={(A1,0; M) | [N] <e)Aigq] fiiri=1,....,7 — 1 und
A < e wenn n > 2r
[Ar—1Ar] < ¢ wenn n =2r

und |
Nao ={buyzy- - Pupm, | i € Wi}

Dann besagen Satz 7 und 8: es gibt ¢ so, dafl
(7) Ga=K- TAﬁcNAG(W)A . GQ
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Zuerst zerlegen wir T4 . : Wir schreiben die Idele A; in der Form

)\i = Qa; - (1, vy Wipy eeenes ) . (tl', 1, ) =.a; - Wj - (ti, 1, )
mit reellem ¢; > 0 und Einheiten w;, in o0, und einem Hauptidel a; € Q" . Das Tupel
w:= (w1, ....,w,) istin K ,und a:= (ay,...,a,) € Go Wir identifizieren die reelle Zahl ¢,
mit dem Idel (¢;,1,....) und bezeichnen mit T, die Menge aller Tupel (1, ....,t,) , die den
Minkowski’schen Ungleichungen (6) (im Folgenden mit (MU) abgekiirzt) geniigen. Der

Torus T4 normalisiert die Gruppe N4 und ist elementweise mit G(W)4 vertauschbar,
und deshalb folgt aus (7), daf

GA:K~TC~NA~G(W)AGQ

Nach dem Kompaktheitssatz gibt es ein Kompaktum E C G(W)4 mit G(W)s =
E -G(W)g . Daraus haben wir

Goa=K-T.-Ns-E-Gg

Mit Hilfe der Operation von Gg von rechts wollen wir N4 noch verkleinern. ( Die Idee
dahinter ist: N ist aufgebaut aus additiven Gruppen, und A = F+Q mit einem relativ
kompakten Fundamentalbereich F')

Zunéchst stort £ zwischen Ny und Gg. Wir schreiben also

Duryr - Pupyr€ = €Duy 2y o Pz,

mit 2z = e ly; . Zur Abkiirzung setzen wir Puazg - -Pu,z. = P . Wir haben

du; = u; + Z Njil;

7<i

mit gewissen durch 2z, ..., %, bestimmten 7;; .

Sv; =v; + Z n;:v5 + Z Cjitj + w;

7>

und fiir w € W4 ist mit gewissen Linearformen f;

dw =w — i:fl(w)u
=2

Fiir einen Vektor . .
SIS yyeet
i=2 i=2

ist dann

®ay = Z)\ +Z)\Z77jl+z:u’lg]l fj UJ+ZM]+ZMJ]]Z UJ+ZMzwz+w

i>7 1<j
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und
¢U121 """ ¢urzr¢u1a1 = ¢u1,zl+¢>a1¢u222 """ ¢’U~,‘ZT

Sei I ein Fundamentalbereich fiir A modulo Q, zum Beispiel [0,1) x [[,0,. Zu
gegebenen 2z, ...,z wahlt man jetzt zuerst ps € Q so, dal die vy -Komponente von
z1 + ®a; in F liegt. Danach wahlt man pg fiir die vz-Komponente, usw. bis . .
Als néchstes wihlt man w € Wy so, da8 die W -Komponente von z; + ®a; in einem
Fundamentalbereich Fy fiir W4 modulo Wy liegt, zum Beispiel Fy = >, Fb;
wenn {b;} eine Basis von Wy iiber Q ist. Zuletzt wihlt man die \; in der Reihenfolge
Ary .3, Ao . Das Ergebnis ist:

Zu zy,...,z- gibt es a; € Wé so, daBl 21 + ®ay € Fy := Y, oo Fuj + > 50 Fvi + Fiy .
Das bedeutet B B

¢u1z1 ~~~~~ (burzr : ¢u1a1 = (bulfl (bquQ""QSurzr mit fl S Fl

Genauso konnen wir ap € Wg suchen, so dafl

¢u2 Zpeeees (yburzr ¢u2 as — ¢U2 f2 (rbugzg ~~~~~~ (Zsur Zr

d)ulzl ...... d)urzr . (;5“1@1 ....... ¢ura7‘ = ¢u1f1 ..... d)urfr mit fz e Fy
Damit ist oben
¢u1y1 """ (bU'ry'V'e = e¢u1fl """ ¢uy~fry»(¢u1a1 """ ¢u7-a7v)_1

€ 6¢“1f1""¢u7‘f7‘ ’ GQ = ¢u11€f1 """ ¢Ur7€fr ’ 6G@

Wenn e durch das Kompaktum FE lauft, dann bleiben die ¢y, ef,-...... Qu,ef, in einem
Kompaktum Np C N4, und wir haben

Ga=K - -{(t1,....,t,)} Np-E-Gg
wobei die reellen positiven Zahlen ¢4, ....,t, den MU geniigen. Bezeichnen wir die Menge

dieser r-Tupel mit T, , so folgt, dall K -T, - N - E einen Fundamentalbereich fiir G 4
nach Gg enthalt.
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7. Integration auf homogenen Raumen

Dieses Kapitel dient dazu, das Volumen eines Fundamentalbereichs fiir G4 nach Gg
nach oben abzuschéatzen.

Nach Kapitel 6 enthalt die Menge KT.NpE C G4 ein Vertretersystem fir G4 mo-
dulo Gg. Wir wollen zeigen, daf sie endliches Volumen hat fiir das Haarsche Maf} auf
G4 . Zu Existenz und Eigenschaften des Haarschen Mafles siche zum Beispiel [W1]. Die
wichtigste Eigenschaft ist die Invarianz unter Translation in der Gruppe: Ist f, die um
a verschobene Funktion, also f,(z) = f(az), so ist

/ fula) da — / f(@)dz ( Linksinvarianz )

Ein wichtiger Satz ist, dal das Haarsche Maf} bis auf einen (positiven reellen) Faktor
eindeutig bestimmt ist.

Definition : Fine Gruppe heifit unimodular, wenn das linksinvariante Maf} auch rechtsin-
variant ist.

Ist G kompakt, so ist die konstante Funktion Eins integrierbar. Sie ist gleich allen ihren
Translaten: Jede kompakte Gruppe ist unimodular.

Satz 9. Die Gruppen Gq, sind unimodular.

Beweis: Sei G eine der Gruppen G, Gg, . Sei J f(z)dz linksinvariant. Fiir festes
a€ G ist f— [ f(za)dx linksinvariant. Wegen der Eindeutigkeit des Haarschen Mafles
ist es proportional zu [ f(z)dx, der Proportionalititsfaktor hingt natiirlich von a ab:

/f(ma)dxzx(a)/f(x)dx fiir alle f

x ist ein Homomorphismus von G in die multiplikative Gruppe der positiven reellen
Zahlen. Auf der Kommutatorgruppe von G muf} er gleich 1 sein. Nun beobachten wir:

1. Die spezielle orthogonale Gruppe eines Vektorraumes V' iiber einem beliebigen Korper
K der Charakterisik # 2 wird von Umlegungen erzeugt. ( Eine orthogonale Transfor-
mation ¢ heifit Umlegung, wenn V' eine Zerlegung V = A 1 B besitzt, so dafi ¢ =1
auf A und ¢ =—1 auf B und dimB =2.)

Néamlich: Eine Umlegung ist ein Produkt von zwei Spiegelungen mit zueinander senkrech-
ten Spiegelungsvektoren. Bekanntlich wird die volle orthogonale Gruppe von Spiegelun-
gen erzeugt, die spezielle also von den ST, wenn S und T Spiegelungen sind. Wenn
st Nt einen nicht isotropen Vektor r enthilt, dann ist ST = SR - RT Produkt von
zwei Umlegungen. Ist das nicht der Fall, so ist s+ Nt total isotrop, also C Ks+ Kt.
Das geht nur, wenn n — 2 < 2, also n < 4 ist. Aber n = 4 scheidet aus, weil dann
st Nttt = Ks+ Kt total isotrop wire, was nicht geht, weil s nicht isotrop ist. Also ist
n=3. Dann sind —S und —7 Umlegungen, und ST = (—=5)(-T).

2. Ist G eine Gruppe mit lauter involutorischen Erzeugenden, so liegen alle Quadrate
in der Kommutatorgruppe G’ von G ; namlich:

(al....ak)2 =aias....a%. - afl....agl = (ag....ak)2 mod G’
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Nach 1 und 2 liegen alle Quadrate im Kern von x :
1 = x(a?®) = x(a)? fiir alle a € G
Da die Werte von x positive reelle Zahlen sind, folgt x =1.

Als néchstes wollen wir invariante Mafle auf gewissen homogenen Ridumen konstruieren.

Definition: Ist G eine lokal kompakte Gruppe und K eine abgeschlossene Untergruppe,
so heifit
{Kg|geG}=:K\G
ein homogener Raum von G .
m:g— Kg
ist eine Abbildung von G auf K\G. Auf K\G operiert G transitiv von rechts vermoge
(Kg)go = K(ggo) . Der Raum K\G wird topologisiert, indem die offenen Mengen von

K\G genau die Bilder 7(U) der offenen Mengen U von G sind. Damit ist 7 stetig
und offen.

Satz 10. G sei unimodular und K eine kompakte Untergruppe von G und dx bzw.
dk Haarsche Mafle auf G bzw. K . Dann gibt es ein unter der Operation von G
invariantes Integral dP auf dem homogenen Raum K\G mit

/G F2)dz = /K \G{ /K F(kz)dk}dP (P = (z))

Bis auf einen konstanten Faktor ist dP das einzige rechtsinvariante Integral auf K\G .

Beweis: Sei F' eine stetige Funktion mit kompaktem Trager C auf K\G . Nach Lemma
2, Kapitel 4 gibt es zu C ein partielles kompaktes Urbild C' C G . Es gibt eine stetige
Funktion ® mit kompaktem Trager auf G mit Werten zwischen 0 und 1, die auf C’
immer gleich 1 ist (Urysohn). Dann setzt man

fz) =

F(Kz)®(z)
{ T oGkn)ar wenn [, ®(kz)dk # 0

sonst

Diese Funktion ist stetig mit kompaktem Trager auf G und so konstruiert, dafl
(1) / f(kx)dk = F(Kx) fir alle x € G
K

(Dabei wird die Rechtsinvarianz von dk ausgenutzt). Wir konnen f iiber G integrieren.
Wir behaupten, dafl das fG f(z)dz von der Wahl der Funktion ® unabhéngig ist;
némlich: Wir zeigen, daB alle f, die (1) erfiillen, dasselbe [, f(z)dz besitzen. Oder,
durch Differenzbildung:

wenn / f(kx)dk = 0 fir alle x € G, dann ist / f(z)de =0
K e}
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Um das zu zeigen, sei h eine beliebige stetige Funktion mit kompaktem Trager auf G
Wenn [, f(kz)dk =0 fir alle = € G, dann ist

oz/Gh(xfl)-{/Kf(m)dk} dm:/GAh(m’l)f(kx)dkdx
:/K/Gh(x_l)f(kx)dxdk nach Fubini

:/ / h(z~'k) f(x)dz dk weil dx auch linksinvariant
K Ja

(2) = /G flx) {/K h(z~'k)dk} da wieder nach Fubini

Sei C' der Triger von f. Dann ist C~'K eine kompakte Teilmenge von G . Es gibt
eine stetige Funktion h mit kompaktem Triger, welche auf C~'K iiberall gleich 1 ist
(Urisohn’s Lemma) . Fiir diese gilt

f(x)#0=>2€C= h(z'k)=1firalle k € K = / h(z™'k)dk = / dk = const # 0
K K

Aus (2) folgt [, f(z)dx =0.
Jetzt ist

J(F) ::/Gf(x)d:lc

wohldefiniert. Statt J(F) schreibt man auch [ et (P)dP . Dann hat man die Formel

3) /G @)z = /K X /K F(kz)dk} dP

worin gemeint ist, dal P = Ka . Offensichtlich ist dP rechtsinvariant unter G. Ist
umgekehrt du(P) irgendein rechtsinvariantes Integral auf K\G , so definiert die rechte
Seite von (3) mit du(P) statt dP ein rechtsinvariantes Integral auf G . Dieses ist bis
auf einen Faktor bestimmt. Also ist

/K \G{ /K flkz)dk} du(P) = p /K \G{ /K f(kx)dk} dP

Da wie gesehen jede stetige Funktion mit kompaktem Trager auf K\G sich als ein
Integral iber K darstellen 1a8t, folgt die Eindeutigkeit von dP bis auf einen Faktor.

Zusatz: DaBl G unimodular ist, wurde in der letzten Zeile vor (2) ausgenutzt. Genau
besehen wurde aber nur benutzt, dafl dz invariant unter Linksmultiplikation mit Ele-
menten aus K ist ( d(k~'x) = dx). Im allgemeinen ist d(ax) = A(a) - dx, wo A ein
stetiger Homomorphismus von G in die positive reelle Achse ist. Und fiir den Schlufl
hat es geniigt, dal A(k) = 1 ist fiir alle k¥ € K. Das ist aber sicher der Fall, wenn
K kompakt ist. Auf die Voraussetzung ” G unimodular” kann also bei kompaktem K
verzichtet werden. (vgl. [W1], Seite 45).
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Zuletzt benotigen wir noch einen Isomorphiesatz, der fiir abstrakte Gruppen wohlbekannt
und sehr leicht zu beweisen ist. Aber es ist nicht ganz trivial zu zeigen, daf} er auch
topologisch gilt:

Sei G eine lokal kompakte Gruppe, K eine kompakte und B eine abgeschlossene Un-
tergruppe und G = KB . Die Abbildung f(b) = Kb von B nach K\G ist wegen
G = KB surjektiv, und

F(by) = F(ba) < by € (K N B)by
Sie definiert also eine Bijektion
f: (KNB)\B— K\G

Satz 11. f ist stetig und offen.

Beweis: Wir zeigen, daf eine Folge (KNB)b, in (KNB)\B genau dann gegen (KNB)b
konvergiert, wenn die Bildfolge Kb, in K\G gegen Kb konvergiert. Indem man um
b~! verschiebt, sicht man, daf8 es geniigt, b = 1 zu nehmen. Dann bedeutet ersteres:

Zu jeder offenen Einsumgebung U in B gibt es ng so, dafl
(KN B)b, C (KN B)U, das heiit b, € (KN B)U fir n > ng
Das zweite bedeutet: Zu jeder offenen Einsumgebung W in G gibt es ngy , so dal
Kb, c KW, das heifit b, € KW fir n > nyg

Die offenen Mengen von B sind die Durchschnitte der offenen Mengen von G mit B.
Die beiden Aussagen sind daher dquivalent, wenn gilt

1. Zu jedem offenen W 1 in G gibt es offenes U 51 in G so, daf3
(KNB)(UNB)C KW

und
2. Zu jedem offenen U 31 in G gibt es offenes W 51 in G so, dal

KWnBcC(KnB)(UNB)
Das erste ist trivial ( mit U = W) . Die zweite Formel ist dquivalent mit
KWnBcC(KnB)U

Ist nun offenes U 31 in G gegeben, so wihlt man zuerst eine offene Einsumgebung V'
mit V2 C U und betrachtet dann

K :={keK|k¢(KnB)V}

K’ ist abgeschlossen in K , also auch kompakt. B ist abgeschlossen in G, sein Kom-
plement also offen in G . Daher gibt es zu g € B eine offene Einsumgebung Y mit

gY NB=1{
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oE Y =Y~!. Dannist g ¢ BY . Es gibt eine offene Einsumgebung Y; mit Y2 C Y.
Damit ist ¢ ¢ BY; - Y7 und daher g ¢ BY; . Das zeigt: Zu g € B gibt es eine offene
Einsumgebung W so, dal g ¢ BW . Nun sind aber alle ¥’ € K’ nicht in B, und es
folgt

K'n () BW=0.
Woffen>1

Da K’ kompakt, ist bereits ein endlicher Durchschnitt leer:

N N
K'ﬂﬂBWi:@ erst recht K’ﬁmBWi:@
i=1 i=1

Nach Definition von K’ heifit das

N
Kn()BW:c(KnB)V

=1

Setzt man Wy = Vﬁﬂf.v:l W, und W = VVOQVVJ1 , soist W eine offene Einsumgebung,
und aus K N BW C (K N B)V folgt

KWNnBC(KNBW)W Cc (KNB)VW C (KﬂB)V2 C (KNnB)U
Damit ist Satz 11 bewiesen.

Die Sétze 10 und 11 wollen wir benutzen, wenn G = G 4 die Adelgruppe der speziellen
orthogonalen Gruppe und K die in Kapitel 2 beschriebene kompakte Untergruppe von
G4 ist. Die Gleichung G4 = KB4 bleibt erhalten, wenn wir B4 durch B:{ ={be
Ba | Aioco(boo) > 0}) ersetzen. In Kapitel 6 sahen wir, da fiir geniigend grofies ¢
die Menge S. = KT .NpE die Eigenschaft G4 = S. - Gg besitzt. Wir wollen das
Volumen von S, (fiir das Haarsche Mafl von G4 ) nach oben abschétzen. Sei f die
Indikatorfunktion von S.. Im Sinne von Satz 10 ist

[ Hods= /K o /K F(kg)dk: )dg

Das innere Integral ist = fK dk, wenn g € S, und = 0 sonst. Nun ist K\G4 =
K\KB} ~ (K N B})\B} , und nach Satz 11 ist dieser Isomorphismus stetig und offen.
Auflerdem ist er mit Multiplikationen von rechts mit Elementen aus BX vertauschbar.
deshalb tranportiert er das rechtsinvariante Mafl dg von K\G4 in ein rechtsinvariantes
Maf auf (K N BY)\BJ . Bis auf einen Faktor gibt es aber nur ein solches, nimlich das

von BX geerbte db (letzte Aussage in Satz 10). Der Integrationsbereich K\S. geht
dabei iiber in (K N B)\(K N Bi)T.NrE. Wendet man wieder Satz 10 an, so erhilt

man schliellich f "
flg)dg = —F——

-
Ga fKﬂB;r dk BY

F(b)db

Dabei ist f die Indikatorfunktion von S. N BX =(Kn BX)TCNFE. Wir beschreiben
KN BX komponentenweise:

45



1. KowNBEY =1{b= (t1,erstr)Pusay - Pura,d € Koo} . Die t; sind reell > 0 und
homomorphe Bilder von b € B,, . Wenn b in einer kompakten Untergruppe lauft, sind
sie gleich 1. Die a; laufen in reellen Vektorrdumen. Aus den Vertauschungsregeln fir
die Eichlertransformationen sieht man, daf$ b — a, ein Homomorphismus in die additive
Gruppe WZ ist. Auf einer kompakten Untergruppe ist er gleich 0. Danach sieht man
dasselbe fiir a,_; usw. Zum Schluf} folgt

KowNBL =Ko NG(W)so

2. K,NB,=G(My)NB, CG(M,) fiir alle p.

Die Vertretersysteme F; fiir W) nach W¢ kann man in der Form Fjoo x [T, (W NM,)
wiahlen. Dadurch sind die Elemente von (Ng)., Produkte von Eichlertransformationen

Gu;a; bei denen die a; in einem (beschrinkten) Quader in W7 liegen, und die (Ng),
liegen in G(M,,) . Wir erhalten

(Koo N BL)T.Np swEoo C (Koo NGW)oo)TeNF 0o Eoo C TeNps oo B

F* besteht aus Transformierten von F' unter Ko NG(W)s und ist deshalb in einem
beschrénkten Quader enthalten. EZ  ist als Produkt zweier kompakter Mengen ebenfalls
kompakt.

(Kp,N B;)NFJ,E,, CG(My)E, = E,

Da E kompakt, ist E, kompakt fiir alle p und C G(W N M,) C G(M,,) fiir fast alle
p, und daher ist J[, £} kompakt.

Wir zerlegen
B} =BL x B/

Darin ist
(KN B)T.N¢E C [T.Np- E%] x [[ E;

p

B*f ist eine lokal kompakte Gruppe mit einem Haarschen Ma8 , und [] E, ist ein Kom-
paktum darin. Die Menge (K ﬂBX)TcN rE hat in BX endliches Volumen genau dann,
wenn T,Np- o E* endliches Volumen in B hat. Dieses ist leicht abzuschétzen, wenn
man einmal ein Haarsches MaB auf BY gefunden hat: In b= (t1,....,t)Puyzy o -Pupa,. G
sind die t;, die x; sowie ¢ durch b bestimmt. Wir benutzen die Lebesgue-Mafle dt;
auf der positiven reellen Achse und die in Kapitel 3 beschriebenen Mafle dz; auf den
Wi und irgendein Haarsches Mafl dg auf G(W)4 . Dann bestimmen wir die Funktion
h so,dall h-dty....dt,.dx;....dx,dq rechtsinvariant ist. Dazu benutzen wir die im vorigen
Kapitel hergeleitete Formel fiir die Rechtsverschiebung:

¢u1m1 ----- ‘bur% . ¢u1a1----¢mar = ¢u1y1--~-¢uq-yr

wo y; = x; + f; und die f; nur von x;41,..x, und den a; abhdngen. Wenn a =
(o1, ....;a) € T, dann ist

Wenn also
(t1, eens b)) gy oo Py, = (A1 ooy Q) Dy ve P, = (27, ....,t:)gbulzi« ..... Du,
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dann ist
tf = a;t; und z} = ai_loflxi + { Vektoren, die nur von x;11,....,x, abhingen }

Die Funktionaldeterminante ist
* * r r
8( 1,....,tr,xf,....,x:‘.) _ Hal_dimwi _ Ha:!_—(n—Qi)
8(t1,,7,.t7~,$1,....$r) i=1 ‘ ’

i=1

Folgerung:

r

db =[]t "dty...dt,dz,....dz,dg
i=1

ist rechtsinvariant auf BI .

Nun ist das Volumen von T, Np« oo E} gleich
/ Ht?ﬂz’fldtl....dtr . / dzy....dx, - / dg
Te =1 Np+ o Ex

Der zweite und dritte Faktor sind endlich. Um den ersten Faktor auszurechnen, unter-
scheiden wir zwei Fille:

n > 2r: Zu integrieren ist iiber den Bereich 0 < ¢; < ¢t;41 fir i = 1,.....,7 — 1 und
0 < t, < c¢. Wir substituieren

ti .. .
s; = —— fiir i < r und s, = ¢,
tit1
mit der Umkehrung
tr = Spy br—1 = Sp—1Sp, coveenne ;11 = S1..... Sp

Der t-Bereich geht dabei iiber in den Quader Q: 0 < s; < ¢ fir ¢+ = 1,....,r. Die
Funktionaldeterminante ist

52....8p * o *
Otr,ets) | O smsy P
8(513""757") .. 2830 r
0 1

Man erhélt das . ,
/ 1_[(51-....&)"_%_1 . Hsifl dsy.....ds,
Q=

Nach Zusammenfassem der s;-Potenzen ist das

/ Hsg(nfjfl)fldsl....dsr
Qj:1
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Da1<j<r und n>2r+1 ,sind die Exponenten > 1-(2r+1—r—1)—1=r—12>0.
Daher ist das Integral < oco.

n=2r(>4) : Die MU sind jetzt 0 <t; < ctjqq fir i=1,....,7—1 und 0 < t,_1t, < c.
Wir benutzen dieselbe Substitution wie oben und erhalten denselben Integranden, aber
einen anderen Integrationsbereich, ndmlich

0<s;<cfiri<rund0<s, 152 <c

Die Integrale iber die s; mit ¢ < r — 1 sind dieselben wie oben. Aber fiir die letzten
beiden Koordinaten erhalten wir jetzt

S(r_ll)r_l8:(T71)71d87~71d87« _ / / (xy)r(rfl)fl dr dy
0 0

r—

/0<S'r'1 <c, 0<s,_152<c

Eine kurze Rechnung ergibt den Wert % . Damit ist bewiesen

Satz 12. Fir alle ¢ > 0 hat der Bereich
SC =K -T,NrFE C GA
endliches Volumen, und fiir geniigend grofle c ist

Ga=S. Gg

48



8. Die orthogonale Gruppe als reelle Mannigfaltigkeit

Das Haarsche Mafl auf einer lokal kompakten Gruppe ist nur bis auf einen Faktor
bestimmt. Ist jedoch G die spezielle orthogonale Gruppe einer tiber Q definierten
quadratischen Form, so besitzt ihre Adelgruppe G4 ein ausgezeichnetes invariantes In-
tegral , das sogenannte Tamagawa -Maf3. Dieses soll in den néchsten Kapiteln beschrieben
werden. Dazu benétigt man eine bereits iiber Q definierte Differentialform, mit der man
dann in allen Q, rechnen kann.

A sei eine symmetrische Matrix mit rationalen Eintrdgen, und nicht singuldr. Die
zugehorige reelle spezielle orthogonale Gruppe ist

G={PeM,(R)|PPAP = A, detP =1}

Sie ist in der offenen Teilmenge det P > 0 des n?-dimensionalen Raumes M, (R) das
Nullstellengebilde von F(P) = P’AP— A . Als solches ist G eine reelle Mannigfaltigkeit

n(n—1)
2

der Dimension , ndmlich:

Nach Definition beschreibt F : R™ — R* durch F(P) = 0 eine Mannigfaltigkeit G
der Dimension m — k, wenn F' in jedem Punkt Py von G differenzierbar ist und die
Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) Dp F' den Rang k hat. Diese Funktionalmatrix ist in
unserem Falle eine Matrix mit w Zeilen und n? Spalten, die man sich lieber nicht
(in irgendeiner Anordnung der Zeilen und Spalten) hingeschrieben vorstellen mochte.
Stattdessen gehen wir auf die Definition der Differenzierbarkeit von Abbildungen von

R"’ nach Rn(n;l) zuriick: F ist differenzierbar im Punkte Fp, wenn es eine lineare
n(n+1
Abbildung L = Lp, vom R™ in den R™Z gibt , derart daf
.. |Rest| .
F(P)— F(Py)) = L(P — Py) + Rest(P;Py) mit PRy — 0 fir P - Py
— 1o

L ist dann die Jacobi-Abbildung. Hier haben wir

F(P)— F(Py) = PPAP — PJAPy = (P' — P}))APy + PSA(P — Py) + (P' — P))A(P — Py)

Der letzte Term ist quadratisch in P — Py, also konnen wir Lp, ablesen:
Lp,(X)=X"APy + PJAX

Alle Matrizen Lp,(X) sind symmetrisch. Umgekehrt: Wenn S = 5", so mufl man nur
X = 1A1P[7'S setzen (beachte, da die P € G invertierbar sind), um Lp (X) = S
zu erhalten. Also besteht das Bild von Lp, aus allen symmetrischen Matrizen. Nach
Definition ist G' eine Mannigfaltigkeit der Dimension n? — % = % .

Der Tangentialraum am Einselement besteht nach Definition aus allen X mit Li(X) =

0. Hier ist also
T (G)={X e M,(R) | AX + X'A =0}

Es gibt nun fiir die orthogonale Gruppe eine Besonderheit: Man kann die (0 enthaltende)
offene Teilmenge det(1+X) # 0 des Tangentialraumes rational auf die offene (Eins ent-
haltende) Teilmenge det(1+ P) # 0 in G abbilden und dadurch eine Parameterdarstel-
lung erhalten. Dies ermdglicht es, dieselben Rechnungen in anderen Erweiterungskorpern
von Q aufler R anzustellen, zum Beispiel in den Q,, . Doch bleiben wir zunéchst in R.

Wenn A positiv definit ist, dann ist die Parameterdarstellung sogar iiberall definiert:
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Lemma 1. Wenn A = A’ positiv definit und AX schief und € = +1, dann ist 1+eX
invertierbar.

Beweis: Wenn v € R™ und (14 eX)v =0, dann ist
vV Av = —v' AeXv = eV (AX) v = v/ X' Av = —e*v Av = —v' Av

Daraus folgt v =20.

Im allgemeinen beschrénken wir uns auf den offenen Teil det(1+ X) # 0 von T1(G).
Dort ist
fX)=0+X)711-X)

wohldefiniert.

Satz 13. (Cayley) Die Abbildung f ist eine Bijektion von {X € T1(G) | det(1+ X) #
0} auf {Y € G| det(1+Y) #0}.

Beweis: 1. Wenn X € T1(G) und det(l + X) # 0, dann ist f(X) € G, ndmlich:
FXYVAFX)=(1-X)1+X)TAQ+X) 711 - X) =

1+ AXAHA -AXAH A0+ X)) 1 -X)=A4

und
det(1—X) = det(1—X"') = det(1-A' X’ A) = det(1+X), also det[(1+X) '(1-X)] =1
Also ist f(X) € G. und
det(1+ f(X)) =det(1+ (14 X)) 11— X)) =det{(1+ X)) 1.2} #0

2. Sei P € G und det(l1+ P)# 0. Man setzt X = (1 + P)~*(1 — P). Dann ist

AX+X'A=A0+P) ' 1-P)+(1-P)Y1+P) A=

AQ+P) "1 -P)+(1-AP'A Y1+ APPA™H) 1A

=Al+P)'"Q-P)+ A1 -P HA+P H =0
und
det(1+ X) =det(1+ (1+ P)"'(1 - P)) =det(l + P) *det(l1+ P+1—P)#0

Also liegt tatséchlich X im Teil det(1+ X) # 0 von T3(G), und man rechnet leicht
nach, daf§ f(X)= P (die Matrix _11 }
Damit sieht man auch, da} f bijektiv ist.

ist bis auf einen Faktor ihre eigene Inverse).

Jetzt wollen wir feststellen, wie die Gruppenmultiplikation im Tangentialraum aussieht.
Das heift, zu gegebenem X, Y in T (G) suchen wir Z € T1(G) mit f(Z) = f(X)-f(Y).

F2)=fX)- f(Y) & Z=(0~f(X)- f(Y) 1+ f(X) fY)' &
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Z=1-01+X)'0-X)A+Y) ' 0-Y)]-14+1+X) 1 -X)1+Y) ' -Y)!
=1+X)MO+X)1+Y)-(1-X)1-Y)A+Y) "
{(1+X) MO+ X)+)+ (1 -X)1-)]A+Y) 1}

=(1+X)'(X+Y)A+XY) 11+ X)

Setzt man also

(1) Ax(V) =1+ X)X +Y)1+XY) 11+ X)

so gilt

1. Ax(Y) ist definiert fiir alle X,Y € T1(G) mit det(1+X)-det(1+Y)-det(1+XY") #

0
2. Firalle X,Y € T1(G) mit det(14+X)det(1+Y) det(1+XY) # 0 ist das Diagramm

o ¥ g
fr T f
(G X TG

kommutativ

wobei der Exponent * bedeutet, dal nur die X,Y eingesetzt werden sollen, die den
angegebenen Bedingungen gentigen.

Jetzt ist es nicht so schwierig, die Jacobi-Abbildung von Ax (als Funktion von Y') zu
berechnen:

Ax (V) = Ax(Yo) = 1+ X) ™ {(X+ V)1 + XY) ™' = (X +Yo)(1 + XYp) ' }(1 + X)
Die geschweifte Klammer ist
=Y - Y1+ XY) '+ (X +Y)[(1+XY)' - (14 XYp) Y
Die eckige Klammer ist
=1+ XY) XY -1+ XYp) !
Die Summe ist
=V = Yo) (1 + XYp) ™' — (X +Yo)((1+ XYo) X (Y — Vo) (1 + XYo) ™' + ...

=1 — (X +Y)(1+XY) ' X](Y - Yo)(1 4+ XYo) ' + ...

wobei ..... Terme bedeutet, die mindestens quadratisch in Y — Yy sind.
Esist (1+XYp) ' X = X(1+Y,X)~!. Dies eingesetzt, erhiilt man nach kurzer Rechnung

Ax (V) = Ax(Yo) = (1= X)(1+ Yo X) N Y - Yo) (1 + XYo) '(1 4+ X) + ...
Hieraus kann man die Jacobi-Abbildung ablesen:
Jacy, A\x)(T) = (1 = X)(1+ Yo X)™' - T- (14 XYp) ' (1 + X) fiir alle T € T, (G)
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Jacy, (Ax) ist eine lineare Abbildung von T3 (G) auf sich. Thre Determinante ist von der
(zur Berechnung benutzten) Basis von 77(G) unabhéngig. T1(G) = {T | AT = —(AT)'}

besitzt als Basis die % Matrizen A~Y(eqs — es), 7 > s, und fiir diese ist

Jacy,(A\x) (A eps —eor) = (1 = X)(1 + Yo X) TA  eps — €5 ) (1 + XYp) 71 (1 + X)

=AM A+ XA+ YIX ) Hers —eor) 14+ XYo) 11+ X) = A7HC (es — €4)C

mit C = (14 XYp) 1 (1+ X). Das zeigt: Die Determinante von Jacy,(\x) ist dieselbe
wie die Determinante der Abbildung S +— C’SC im Raum der schiefsymmetrischen Ma-
trizen. Diese Determinante ist eine multiplikative Funktion von C' und deshalb = 1,
wenn C' eine elementare Matrix 1 + Ae;, ist (weil jede elementare Matrix ein Kom-
mutator von zwei Matrizen ist). Also brauchen wir die Determinante nur auszurech-
A1
nen, wenn C = eine Diagonalmatrix ist. In diesem Falle ist sie
An
= [Lis; Aidj = [Ti2, A7~ ' = det C™ 1. Das ergibt

det(1 + X)

det Jaey, (\x) = 1500 T xvy)

]n—l

Die Y € T1(G) driicken wir durch die eben benutzte Basis aus: Y =) _ Yrs A7 (ers —
esr) und setzen dY = Apssdyrs. Das ist eine Differentialform hochsten Grades auf

dZ = det Jacy (Ax) dY

Satz 14.
dz dY

det(1+ Z)n=1  det(1+Y)n—1

Beweis: Wir setzen den gefundenen Ausdruck fiir die Jacobi-Determinante ein:

az B det(1+ X)"!
det(1 + Z)»=1  det(1+ XY)n—1.det(1+ Ax(Y))n—!

ay

Setzt man den Ausdruck (1) fir Ax(Y) ein, so erhélt man nach kurzer Rechnung die
Behauptung.

Satz 14 kann man auch so ausdriicken: Die Differentialform
dY
det(1+Y)n—1
ist invariant gegen Ay . (Das gilt fiir alle X,Y, fiir die det(1 + X)det(1 4+ Y)det(1 +
XY)#0)

Mit Hilfe der Cayley-Transformation wird daraus eine in einer Zariski-offenen Einsumge-
bung in G definierte Differentialform w hoéchsten, das heifit @ -ten Grades: Sei

U={PeG]| det(l1+P)#0}
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Offenbar ist U =U"1. Fiir P € U setzen wir

dX

w(P) = det + X1’ wenn P = f(X) = (1+X)"*(1 - X)

Ist Py € G beliebig, so ist FPyU eine offene Umgebung von Py. Die P € PyU sind
durch die Parameterdarstellung P = Py f(X) mit X € T1(G) und det(1+ X) # 0
gegeben. Wir setzen

dX

(2) wp, (P) = W

Satz 15. Wenn P € PyU N P,U , dann ist

wp, (P) = wp, (P)

Beweis: Wenn P = Pyf(Y) = Pif(Z) , dann ist f(Z) = P 'RPyf(Y) = Q- f(Y).
Wenn Q = f(X), dann ist f(Z) = f(X)- f(Y), also Z = Ax(Y) und nach Satz 14

dZ B dy
det(1 + Z)»=1  det(1 +Y)n-1V’

also wp, (P) = wp, (P)

Ist hingegen P, Py ¢ U, so nehmen wir einen Punkt R € U N PU N PU N P,.U
(dieser Durchschnitt ist nicht leer, weil U Zariski-offen und G (als algebraische Menge)
irreduzibel ist). Dann haben wir (unter Benutzung von U = U~1)

P e PRUNRU und R™*P € U also wp, (P) = wr(P) nach Schritt 1

und dasselbe mit P; statt Py, also zusammen wp,(P) = wr(P) = wp, (P).

Folgerung: Durch (2) wird eine Differentialform w auf G wohldefiniert. Nach Kon-
struktion ist sie linksinvariant.

Diese Differentialform liefert ein Integral auf Gg, das zugehorige (nicht orientierte) Vol-
n(n—1)
umenelement bezeichnen wir mit w., und das Lebesguemafl im R™ 2z mit dX .

Nach der Integraltransformationsformel aus Analysis Il ist ws nur von w, aber nicht
von der Parameterwahl abhangig. Insbesondere ist wy, auch linksinvariant. Fiir alle
Funktionen g mit Trager in U ist

dX oo
Lot = [ o s e

| |o ist der Absolutbetrag.
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9. Das Maf3 im Reellen

In diesem Kapitel berechnen wir mit Benutzung des im vorigen Kapitel erklarten Mafles

das Volumen der speziellen orthogonalen Gruppe im Falle A = 1. Wir haben also
auszuwerten
dY
oAyt bei dY = dyay.....-dymn_
/Y’:fy det(14+Y)n—1"’ wobel Y21 Ynn—1

Beachte, daf det(1+Y") stets > 0. Das sieht man an den folgenden Formeln, aber es folgt
natiirlich auch daraus, dafi det(1+Y") stets # 0 und der Raum der schiefsymmetrischen
Matrizen zusammenhangend ist. Fiir n > 2 entwickeln wir die Determinante nach der
ersten Zeile und Spalte: Wir kiirzen det X ab durch |X].

1 —y —Un

Y2 n -

. =[1+2Z| + vi(1+2),.y,
: 1+Z ”z:; 7
Yn

=1+ Z1{1+9y(1+2)" 'y}

Dabei ist (1+ Z) die Adjunkte von 1+ Z .
Setzt man (1+ Z) 'y =z, so ist ( dyz....dy, abgekiirzt = dy)

dy =114+ Z|dz

und
vA+2)ly=21-2)z2="72

weil 2’Zz=0. Fir L,, := fy,:_y % erhalten wir die Rekursionsformel

/ dx
o1 (L4234 .o+ 22)n !

Lemma 1. Sei f(x) eine stetige Funktion > 0 auf R™, die nur von r abhéingt (r? =
22+ ... +22 ) also f(z) =g(r), und g sei monoton. Dann ist

Ln = Ln—l .

- flx)de = nVn(l)/ g(r)r™ dr

0
wobei V,,(r) das Volumen der Kugel vom Radius r im R" ist.
Beweis: Fiir R>0 und O0=rp<r; < ..... <ry =R ist

N-1

/wasm f(@)dw = Z /T?SZJC?ST?H f(z)dz

=0

Nach dem Zwischenwertsatz, angewandt auf g, ist dies mit & € [r;, riy1]

Ju

N—-1

= Z 9(&)(V(rig1) — V(i) = Z 9(&) (o, — V() =

i= 1=0
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N-1

Z 9(&)nn! V(1) (rigr — i)

1=
mit n; € [r;,74+1].. Nach Definition des Riemann-Integrals strebt diese Summe mit
wachsender Verfeinerung gegen nV (1) fOR g(r)yr"=tdr.

Folgerung:

o =24y
L,=L,_1-(n—1)V,_1(1 D P
n n—1 (n ) n 1( )/0 (1+r2)n—1

Mit der Substitution r = tanx wird das Integral zu

z 1 ™
/ (sinz cosz)"2dx = — / (sinz)"dx
0 2 0

Fiir das Integral
I = / sin® zdz
0

findet man schrittweise durch partielle Integration

E(k—2)....3

(k—1)(k—3).....-3-1

. GDk=3).2 9 wenn k ungerade
k= e = 7  wenn k gerade

Fiir ungerades k erweitern wir den Bruch mit seinem Zéahler, fiir gerades k& mit seinem
Nenner. Dann erhalten wir

k!
k!

2k (£1)2

ok ( k—1 |)2
—2—  wenn k ungerade
I, =
m wenn k gerade

Fiir die Gammafunktion I'(z) = (z — 1)! gilt nach Legendre

2z=1l z4+1

Ry

)

Fiir gerades k hat man den Zahler k! = T'(k+ 1) nach Legendre zu ersetzen und erhélt

ebenfalls Tz V.
I'(5+1

Jetzt miissen wir das alles zusammensetzen:




T2 1
= (’I’L — 1) Py - In,Q
F(Tl) on—1
- 1 s
T on—2 F(%)

(unter Ausnutzung von I'(x + 1) = a2['(z) ).

Multipliziert man das alles zusammen und beachtet Lo = 7, so erhélt man

n(n+1)
1

1. -2 7T
oo = Ly = (3) 72 T
/Gm 2 [T, (%)

wenn A=1.

Ist A positiv definit, so gibt es T" mit A = T'T . Der Tangentialraum T3 (G) bestand
aus allen Y, fiir die AY schief ist. Setzt man Z = TYT ™!, so ist Z schief. Man hat

Z = Z er(ers - esr) = TYT_l = szrsA_l(ers - esr)T_l =

r>8 >S5

Z yrsT/_l (ers - esr)T_l

r>8

Die Abbildung X + T'"!XT~! ist eine lineare Transformation @ des Raumes aller
schiefsymmetrischen Matrizen auf sich. Thre Determinante ist eine multiplikative Funk-
tion von T, welche man findet, indem man fiir T' eine Diagonalmatrix einsetzt: det QQ =
(det T)~(»=1 . Nach Definition von dY und dZ folgt nun

dZ = (det T)"""Vqy = (det A)~ "= dY

Jetzt erhalten wir

/ dYOQ o |A|n;1 / dZOC - |A‘nglL
YeT (G)r |1+Y|go_1 Z=—27' |1+Z|go_1 "

mit dem oben angegebenen Wert von L, .
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10. Abzahlungen mod p

Um spéter die p-adischen Integrale auszurechnen, zéhlen wir Vektoren mod p auf
Sphéren und orthogonale Transformationen mod p. In diesem Kapitel sei p # 2 und
zuerst

p#0
Ein zweidimensionaler Vektorraum FE iiber F, ist entweder eine hyperbolische Ebene

oder (als Vektorraum) isomorph zur quadratischen Erweiterung Fp(\/g) iber F, mit
der Normform x? — dy? . Dabei ist d ein Nichtquadrat in F,. Fiir die Anzahl A(E, p)
der Vektoren z € E mit (z,z) = p findet man

p—1 wenn E hyperbolisch
p+1 wenn E anisotrop

1) AE.p) = {

denn die hyperbolische Form kann auf (z,x) = zjzs transformiert werden, und die
Norm ist ein Homomorphismus von ]F;Z auf IE‘; , ihr Kern hat also p+1 Elemente. Fiir
die Darstellung der 0 findet man

| 2p—1 wenn E hyperbolisch
A(E,0) = { 1 wenn E anisotrop

Jeder mindestens dreidimensionale Raum iiber ), stellt 0 dar, von ihm kann man also
eine hyperbolische Ebene abspalten. Ist nun V =U L H und H hyperbolisch, so ist

A(V,p) =" AU, p)A(H, p — p)

= (2p— VAU, p) + Y (0= DA, p) =p- AU, p) + (p— 1)p"°
n#p

Um eine Rekursion zu haben, schreiben wir voriibergehend A(n, p) statt A(V,p). Dann
haben wir

A(n,p)=p-A(n—2,p) + (p— 1)p" 2

Dasselbe gilt fiir n — 2¢ anstelle von n, solange n —2i > 3:

Aln —2i,p) = p- Aln = 2i = 2,p) + (p— L)p" 22
Diese Gleichung multiplizieren wir mit p° und summieren iiber i =0, ....,k:
(2) A(n, p) = p" 1 A(n — 2k — 2,p) +p" ! —p"F 2

Dies funktioniert, solange n —2k —2 > 1, also 2k <n —3.
1. Fall: n gerade: Man schreibt

V=HL1... L H 1 E (H hyperbolisch, dim E = 2)

Man nimmt k£ = % — 2 und erhalt

(3) A(n,p) =p2 A2,p) +p" ! —p?
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Mit A(2,p) ist natiirlich A(E,p) gemeint, nach (1) also p—1 oder p+ 1, je nachdem
ob E hyperbolisch oder anisotrop ist. Nun ist

E hyperbolisch < —det E Quadrat < (—1)% det V Quadrat

Wir konnen einheitlich schreiben

—1)2 det V
A(B,p) =p—emit e = ({22 9Y
p
Setzt man dies in (3) ein, so erhilt man
(4) A(V,p) =p" "t —epET!

2. Fall: n ungerade. Jetzt schreibt man

und nimmt k = "7_3 . Dann erhalt man

n—1

AV, p) = p™T A(Fpe,p) +p" ' —p™2

Offensichtlich ist
A(F, e, p) = {g Yven‘n p(e, e) Quadrat
sonst

Bis auf ein Quadrat ist (e,e) gleich (—1)an1 det V. Setzen wir

(—1)%1pdetV

/
€ =
( p

)

so erhalten wir

(5) A(V,p) =p" ' +ep T

Jetzt wollen wir auch noch die isotropen Vektoren zihlen (also die x # 0 mit (z,z) =0).
Die Formel (2) gilt kraft ihrer Herleitung auch fir p = 0. Bei geradem n benutzen wir
sie fiir k= § —2. Die Anzahl aller = €V mit (z,z) =0 ist

A(V,0) = pE T A(E,0) +p" !~ p#

und
1 wenn F anisotrop , das heify e = —1

A(E,0) = {2;0 — 1 wenn E hyperbolisch, das heifit e =1

Das ergibt

4 _JpE~l4p» ! —p% wenn E anisotrop
(V‘? 0) - 2 2-1 n—1 i
pz —pz l4p wenn F hyperbolisch
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Die Zahl A*(V,0) der isotropen Vektoren ist 1 weniger. Unter Benutzung von ¢ kann
man sie einheitlich schreiben:

A*(V,0) = (p% —e)(p? ' +¢)
Fiir ungerades n folgt aus A(1,0) =1, daB A(n,0) =p" 1. also
A*(V,0) =p"t —1
Mit Hilfe dieser Formeln kénnen wir zdhlen, wie viele orthogonale Transformationen
V' gestattet. Dazu nehmen wir eine Orthogonalbasis eq,....,e, von V iber F,, mit
(e;,€;) =: a; . Fiir jede orthogonale Transformation T ist (Te;,Te;) = a; . Umgekehrt:
Wenn (z,2) = «;, dann gibt es eine orthogonale Transformation T mit x = Te; , und

solange dimV > 2, kann detT =1 genommen werden. Daraus folgt: Wenn G(V) die
spezielle orthogonale Gruppe ist, dann gilt

IG(V)| = A(V,a1) - |G(]Fp€2 1. 1 Fpen)|
Setzt man V; =Fpe;41 L ..... L Fpe, , so folgt rekursiv
IG(V)| = A(Vo, a1) A(V1, a2)..... A(Viy—2, 00— 1) | G(Fpen)|

und der letzte Faktor ist 1. Aus den Formeln 4 und 5 erhalten wir

—0p—10p
A(Vn72,an,1) =p— (71)
p
— 1y
AV, 0 0) = % + (—2=100)p

Qp—30p—20p 10

A(Vn—4a an—3) = p3 - ( » )p
O30y —2C0y—1 0y,
AV ) = pt o (P20 2

Wenn n ungerade > 3 ist, hat man am Ende

AVi,a0) =p" 2 — (

AVp,oq) =p" "+ (

Hier kann man die Faktoren paarweise zusammenfassen und erhélt
(6) IG(V)] = pH2HF 0D (1 - p=2)(1 = pd)..... (1 — p (D)

Wenn n gerade ist, dann bleibt V{ iibrig, und man erhalt

(7) |G(V)| _ p1+2+....+(n—1)(1 _p—2)<1 —p_4) ----- (1 _p—(n—2))(1 _(Ar etV -8
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11. Berechnung der p-adischen Integrale fiir fast alle p

Der Tangentialraum T3(G) (vgl. Kapitel 8) bestand aus allen Matrizen Y, fiir die AY
schiefsymmetrisch ist. Dabei war A die fiir die ganze Vorlesung gegebene symmetrische
invertierbare Matrix mit Koeffizienten in Z. Wir benutzen weiter die Basis {A™! (e, —
esr)}r>s von T1(G). Seien y,.s die Koordinaten beziiglich dieser Basis:

Y =3 o, YrsA" (ers — €sr) . Dann sei dY, = dyo1p....dynn—1, das in Kapitel 3
beschriebene Volumenelement iiber @Q,, . Nach den Formeln des Kapitels 8 (die iiber Q
definiert waren und in allen Q,, ihren Sinn behalten) ist

dy,
|det(1+Y)|p~*

vermoge der Cayley-Transformation auf Gg, aufgefat invariant gegen Translationen in
der Gruppe, also ein Haarsches MaSf. Dieses bezeichnen wir kurz mit wp -

Es war
Go, = {X e M,(Q,) | X'AX = Aund det X =1}

Die X mit Eintrégen in o, bilden (wegen det X = 1) eine Untergruppe G,,, und
G,, ist kompakt, hat also fiir das Haarsche Maf§ endliches Volumen. Dieses wollen wir
berechnen, zunéchst unter der Voraussetzung, dafl p2det A:

1. Schritt: Wir teilen Gup in Kongruenzklassen mod p: P; = P, mod p, wenn P; und
P, koeffizientenweise kongruent sind mod p, also P, = P, + pQ mit ganzem @ . Da
Py ' ganz ist, gilt P = Py(1+ pPy 'Q), und die Klammer ist = 1 mod p. Ist also

U={X€eG,, | X =1modp}

so ist
PP=Pomodpe PLePy-U

Es gibt nur endlich viele Kongruenzklassen (sicher weniger als p”2 ), etwa k. Wegen der
Invarianz von w, haben sie alle das gleiche Volumen. Daher ist

/ wp:k-/wp
a U

2. Schritt: Ist X <Y bei der Cayley-Transformation, so gilt
XeU<sY=0modp
Beweis: Ist Y = 0 mod p, so ist offensichtlich
X=(1+Y)'(1-Y)=1modp, also X €U

Ist umgekehrt X = 1+ pT mit ganzem T, soist ¥ = (1 — X)(1+ X)) ' = —pT(2 +
pT)~t =0mod p, weil p#2.

Nach Definition von w, ist nun

dy, n(n—
/wp:/ —pH:/ dY, = p~ =5
U Y =0 mod p | det(]- + Y) P Y =0 mod p
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Nach Schritt 1 und 2 bleibt nun k auszurechnen. Dazu lesen wir alles modulo p
und erhalten statt V einen Vektorraum V iiber F,. Wegen ptdetA tragt V ein
nicht ausgeartetes Skalarprodukt, und p # 2. Jede Kongruenzklasse mod p liefert
durch Redukion mod p eine spezielle orthogonale Transformation von V. Aber auch

umgekehrt: Jede spezielle orthogonale Transformation ¢ von V ist Reduktion mod p
eines P € G,, .

Beweis: Zu ¢ nehme man irgendein Urbild Py € M,(0,). Das muf natiirlich nicht
schon in G,, liegen, aber weil ¢ orthogonal ist, ist

P{APy = Amod p
Jetzt kommt Hensel: Angenommen, man hat schon Py, Py, ....., P, mit

Py,=P,_imodpr firk=1,.....m

(1) P/ AP, = Amod p**! fiir k=0,....m

Dann setzt man P, 41 = P, +p™ 1T , wobei man T so bestimmt, daf8 (1) auch fiir
k=m+1 gilt. Namlich: Aus

P! AP,, = A+ p™ " X mit ganzem X
folgt
Pl APpi1 = A+ p" X 4 p" Y (PLAT + T'AP,,) + p*™ 2T AT
= A+ p" Y X + P, AT + T'AP,,) mod p™ "2 weil 2m + 2 > m + 2

Da p # 2 und P, und nach Voraussetzung auch A~! ganz fiir p ist, kann man

T = —%A‘lPT’n_lX setzen und erhélt

Pl APy = Amod p™t?

Nach Konstruktion der Folge existiert P := lim P,,. Er erfullt P’AP = A. Aus
det Py = 1 mod p folgt det P = 1mod p, und aus P'AP = A folgt (det P)2 =1. Da
p#2,folgt detP=1.

Die gesuchte Zahl k ist also gleich der Zahl der speziellen orthogonalen Transformationen
des durch Reduktion modulo p entstandenen Vektorraumes V iiber IF,. Diese haben
wir in Kapitel 10 bestimmt. Danach erhalten wir

Fir pf2det A ist

1—p )1 —p™...... 1—p (D) wenn n ungerade
(2){(1?)(1?)(19 ) g
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Dieses Ergebnis setzt uns in den Stand, das Tamagawa-Mafl auf G4 zu definieren: Sei
Y — X = X(Y) die Cayley-Transformation T(G) — G . Fiir alle v (= oo oder eine
Primzahl) ist durch

dy,
X)w, = X(Y)— v
Ga, J(X /T1<G>u Fx ))\det(lJrY)IT1

(falls der Trager von f in {det(1+Y) # 0} enthalten ist) ein invariantes Integral auf
Gq, definiert. Fiir die Primzahlen p ist G,, eine kompakte Untergruppe, und man

setzt
)‘p:/ Wp
G

Aus den Formeln (2) folgt, daBl das [], A, absolut konvergiert, wenn n > 3 (auf die

endlich vielen p|2det A kommt es fiir die Konvergenz ja nicht an). Dies ist der entschei-
dende Punkt: Es gibt Gruppen, fiir die das entsprechende Produkt nicht konvergiert.

Die Adelgruppe von G ist
Ga=Ug (GS X GS)

wobei S durch alle endlichen Mengen von Bewertungen lauft und

Gs =[] Go, wdG®=]]G.,
veS pES

Wir nehmen auf dem endlichen Produkt Gg das Produktmafl wg = Hve gwy und auf
der kompakten Gruppe G° dasjenige Haarsche Mafi w® , fiir welches G das Volumen
Hpes Ap bekommt. Dann nehmen wir auf Gg X G*® das ProduktmaBl wgw? .

Wenn S C T, dann ist Gg x G° C Gp x GT'. Die Einschrinkung von wrw? auf

Gg x G ist ein Haarsches MaB auf Gg x G° ebenso wie wg x w® . Die beiden sind also
proportional. Fiir jede Funktion der Gestalt f(z) = [[,cg fo(20) - [[,¢51c,, lefern
sie denselben Wert ( 1 = Indikatorfunktion). Daher sind sie gleich.

Ist nun f eine stetige Funktion mit kompaktem Trager auf G4, so ist dieser Trager
in einem passenden Gg x G° enthalten. Wie gerade gesehen, ist das stXQS fwsw®
von S unabhéngig, und dieser Wert wird als das Tamagawa-Maf3 fGA fwa auf Gy
definiert. Es ist wie die w, linksinvariant. Aus seiner Konstruktion und aus Satz 9,
Kapitel 7 folgt, dal auch G4 unimodular ist
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12. Betrachtung der p-adischen Integrale ohne die Voraussetzung pt2det A

Um eine quantitative Beziehung zwischen dem Siegel’schen Satz und seiner Weil’schen
Umformulierung herzustellen, miissen wir die Integrale | . wp fiir alle p berechnen.
°p

Das soll in diesem Kapitel geschehen.

Wir teilen G,, in Restklassen mod pP

> =2 wp
/Gop C mod p k/X C mod p* C /X 1 mod pk

wegen der Invarianz von w,. Ist N* die Anzahl der Restklassen C mod p* mit C €

G, , so gilt also
Lo
G X=1 mod pk

Siegel verwendet anstelle von G die volle orthogonale Gruppe. Dazu:

op

Lemma 1. Jedes Gitter M, gestattet eine Spiegelung.

Beweis: Man nimmt s € M, , fiir welches |(s, s)|, maximal ist. Dann ist

|2(x75)|p = |($+S,$+S) - (JT,ZL‘) - (S’s)‘]? < |(5a8)|1)

und die Spiegelung = +— x — 2%35 bildet M, in sich ab.
Folgerung: Ist N die Anzahl aller C mod p* mit C'AC = A, soist NT = %N.

Wir berechnen das |, . Wp, indem wir zuerst N und dann das Integral iiber die Unter-
°p

gruppe X = 1 mod p* in G, berechnen.

1. Umformung von N: Sei § = v,(2det A). Wenn X'AX = A, dann ist offenbar erst
recht X’AX = A mod p**?9 . Umgekehrt:

Lemma 2. Sei C’AC = Amod p**® und k > 6. Dann gibt es X = C mod p* mit
X'AX =A.

Beweis mit Hensel: Man setzt Xy = C' und nimmt an, man habe Xj,.....X,, mit
X!AX; = Amod p"* fiir 0<i<m und X; = X;_; mod p*T"~! fiir 0 <i <m
Fir m =0 stimmt das. Ansatz:
X1 = Xm + pF T mit ganzem T
Nach Induktionsannahme und wegen 2(k +m) >k + m + 0 ist mit ganzem B
X AX g1 = X0 AX,, + pPT(TAX,, + X1, AT) 4 p? BT AT
= A+ """ (P’ B+ T'AX, + X, AT) mod p* o+t

67



Wegen X! AX,, = Amod p*To*+™ ist det X,, eine Einheit, also X,, ganz invertierbar,
und die Adjunkte von A ist ebenfalls ganz. Nach Definition von § ist nun

pé T
T:=— AX
2det A m

-1

B

ganz, und flr dieses T ist
p°’B+T'AX,, + X! AT = 0 mod p°*!

und das bdeutet
X/ 41 AX 1 = Amod pFHotmHl

Die Folge X,, konvergiert gegen eine Matrix X = C mod p* mit X’AX = A.

Das Lemma 2 bedeutet, da jede Restklasse modp* von Matrizen X mit X'AX =
A mod pF*+® durch eine Matrix C' mit C’AC = A vertreten werden kann. Die Anzahl
N der modulo p* verschiedenen ganzen C mit C’AC = A ist daher dieselbe wie
die Anzahl der modulo pF verschiedenen ganzen C' mit C’AC = A mod p*t9 . Es sei
Ci,.....,Cn ein Vertretersystem fiir diese Klassen.

Fiir jedes C bestimmen wir die Anzahl
N, = [{X mod p**% | X = C, mod p* und X’AX = A mod p**+°}|

= |{T mod p° | (C, 4+ p*T)'A(C, + p*T) = A mod p**+°}|
= {T mod p° | T"AC, + CL.AT = 0 mod p°}|
weil CJAC, = A und 2k > k+94.

Nach dem Elementarteilersatz gibt es unimodulare U,V so, dal A = UDV mit einer
dy

Diagonalmatrix D = und di]....|d, . Hier ist zudem UDV = A =
dn
A" =V'DU’, und man erhilt
N, = |{T mod p° | T'V'DU'C, + C.UDVT = 0 mod p°}|
Mit T durchliuft auch Z := VTC1U'~! die ganzen Matrizen mod p* . und
N, =|{Zmod p’ | Z’D + DZ = 0 mod p°}|
Die Bedingungen lauten ausgeschrieben
zjid; + d;z;; = 0 mod p5
Fir ¢ < j ist d;|d;, und die Bedingungen sind
2d;z;; = 0 mod p6 firi=1,....n
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und, wenn man v,(d;) = d; setzt,

d; o
Zij + d—szi =0 mod p°~% fiir i < j
i
Die Anzahl der z; modp® ist p%tvr® = pd+¥  Fiir i < j kann man z;; mod
p° beliebig wihlen. Danach muf Zij = —%zji mod p®~% sein. Dafiir gibt es p%

Moglichkeiten. Die Anzahl der Z mod p® ist nun N; = p® mit

3 (6; +v) + (6+6i):nu+5m+ . (n+1—14)d;
2

i=1 i<j i=1

Dieses Ergebnis héngt offenbar von C). nicht ab. Durch Summation {iber die r erhalten
wir die Anzahl Ay, s der modp*+® verschiedenen X mit X’AX = A mod pF*+° als

(1) Apys = N - p° mit e = nw + § A~/ +Zn+171

2. Umformung von erG X=1mod pk Wp'

Nach Definition von w, miissen wir die Y finden mit
AY +Y'A=0und (1+Y) (1 -Y)=1modp"
Lemma 3. Wenn k > v(=v,(2)), dann ist
1+Y)'(1-Y)=1modp" <Y =0mod p*"

Beweis: Ist (14+Y) Y1 -Y) =1+ pFT, soist p*T +2Y + p¥YT = 0, also 2Y =
0 mod p¥. Ist umgekehrt ¥ = 0 mod %pk und k > v,(2) , dann ist 1 4+ Y ganz
invertierbar und (14+Y) '(1-Y)—1=—-2(1+Y)"'Y =0 mod p* .

Wir setzen k — v = k' und erhalten

dy,
(2) / w;D = / , £ n—1
X€G,,,X=1mod p* Y €T (G)p,Y=0 mod p* | det(l + Y) D

YET1(G)p,Y=0 mod p*’

Um die Y =0 mod p* zu finden, fiir die AY schief ist, schreiben wir wieder A = UDV
dy

mit D = und dp]....|d, . Wegen UDV = A= A'"=V'DU’ ist dann
dn

AY +Y'A=0<UDVY +Y'V'DU' =0 DVYU' ' +U'Y'V'D =0
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Wir setzen VYU'™! = Z. Wenn Y durch T1(G) lauft, dann lduft Z durch alle
Matrizen mit DZ + Z’D = 0, das heift

2d12” =0 und dZZ” + Zjidj =0

In diesem Bereich konnen die z;; mit ¢ > j als Parameter dienen und wegen z;; =
3 zi; und dj|d; fiir ¢ > j hat Z genau dann lauter ganze Eintrége, wenn die z;; mit
i > j ganz sind. Wir miissen dY = A,~sdy,s durch dZ := A;>;dz;; ausdriicken.
Nach Definition ist Z = VYU’~!,also D-Z = DVYU'~! = U'AYU’~!. Die Koef-
fizienten von D -Z gehen also aus denen von AY (das sind die Yrs ) durch eine unimo-
dulare Transformation hervor, und dann gehen die d;z;; mit 7 > j jedenfalls durch eine
ganzzahlige Transformation aus den y,s,7 > s hervor. Da nun aber umgekehrt auch
AY =UD - ZU’', arbeitet dasselbe Argument in der umgekehrten Richtung. Das zeigt:
Der Ubergang VON Y21, ery Ynyn—1 ZU d2221,....,dn2n n—1 ist unimodular. Es folgt

dy, = | H dilpdZ,
i>j
Nach der Integraltransformationsformel ist nun das Integral (2) gleich

Ny dZ—|HdZ 1)t e
i=1

Z=0 mod p*’

Das kénnen wir mit dem Wert fiir N aus (1) zusammemsetzen und erhalten

_ +
/ wp=NT- / Wy
Go, X=1 mod p*

1
:7N. wp
2 X =1 mod p*

]_ i—1 —k n(n 1)
:§Ak+5p Hd lp-p

also

1 _ pn1) w3 n
(3) / wp = 5 Aps pm T | det A"
G

op

p(n=1)

Die Zahlen 3A,,p~™~ 2 sind die von Siegel definierten c«, ( [S], Formel (38), Seite
552). Sie sind, wie die Formel (3) zeigt, von m unabhéngig, sobald m > 26 + 1.

(3) stellt den Zusammenhang her zwischen den Siegel’schen Zahlen und den p-adischen
Integralen.
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13. Die Minkowski-Siegel’sche Formel

In diesem Kapitel sei der Vektorraum V' mit seiner quadratischen Form positiv definit
(das heifit (z,x) > 0 fir alle * € V ). Wie vorher bezeichne G die spezielle or-
thogonale Gruppe von V. Thre Adelgruppe G4 operiert auf der Menge der Gitter in
V', némlich: Ist M ein Gitter in V und ® = (®,), € G4, so ist nach Definition der
Adelgruppe ®,M, = M, fiir fast alle p. Nach Kapitel 2, Satz 1 gibt es genau ein Gitter
L mit L, = ®,M, fiir alle p. Dieses Gitter L wird mit ®M bezeichnet.

Definition 1. Zwei Gitter M und N gehoren zum selben engeren Geschlecht, wenn es
® e Gy gibt mit N=0M .

Definition 2. Zwei Gitter gehoren zur selben engeren Klasse, wenn es o € Gg gibt mit
N=ocM.

Definition 3. Zwei Gitter gehoren zur selben Klasse, wenn es eine orthogonale Transfor-
mation o gibt (also nicht notwendig detoc =1) mit N =oM .

Bemerkung: Bei Siegel gehoren zwei symmetrische Matrizen A und B mit ganzzahligen
Eintragen und Determinante # 0 zum selben Geschlecht, wenn es zu jedem p und m
eine ganzzahlige Matrix T gibt mit 7" AT = B mod p™ . Nach Hensel (vgl. Kapitel 11)
gibt es dann zu jedem p eine Matrix 7' € GL(n,0,) mit T"AT = B. Sind nun M
und N zwei Gitter mit Basen wuq,....,u, bzw. vq,....,v, lber Z und A und B deren
Gram-Matrizen (a;; = (u;,u;)) und ist @, eine Isometrie von M, auf N, so bilden
die ®,u; eine Basis von N, , gehen also aus vy,...,v, durch eine p-ganze und p-ganz
invertierbare Matrix T auseinander hervor, und es ist

B = Gram (vi,...,v,) = T" Gram (®,u1, ..., ®pu,)T = T'Gram(uy, ....,u,)T = T' AT

Umgekehrt liefert jedes solche 7' ein Isometrie von M, auf N, .

Wir sahen in Kapitel 11, daf jedes lokale Gitter M, eine Spiegelung gestattet. Wenn
es also eine Isometrie von M, auf NN, gibt, dann auch eine mit Determinante 1, das
heifit ein Element aus Gg, : Geschlecht und engeres Geschlecht fallen zusammen. In
Definition 1 kénnen wir ”engeren” streichen. Nicht jedoch in Definition 2; zum Beispiel

im Gitter Zeq + Zes mit der Gram-Matrix (i’ é) sind 4e; die einzigen Vektoren zx

mit (z,z) = 3, jede Isometrie mufl also e; in e; oder in —e; iberfithren. Die einzige
Spiegelung, die e; in —e; tberfiihrt, ist die langs e; , und die einzige, die e; fest 1a8t,
ist die lings ei . Keine von beiden fiihrt das Gitter in sich iiber.

Fiir ein Gitter M bezeichne G 4(M) die Untergruppe aller ® € G4 mit ¢M = M .
Behauptung: Die engeren Klassen im Geschlecht des Gitters M entspechen umkehrbar
eindeutig den Doppelnebenklassen Go\Ga/Ga(M) in G4.

Beweis: Das Geschlecht von M besteht aus allen ®M mit & € G4 . Zwei solche,
etwa ®M und WM gehoren zur selben engeren Klasse, wenn es o € Gg gibt mit
UM = o®M . Dies bedeutet, ¥"1o® € G4(M). Also ist ® € GoWG4(M), und P
und ¥ bestimmen dieselbe Doppelnebenklasse.

Da V' positiv definit ist, ist nach Kapitel 4 der homogene Raum Gg\G4 kompakt. Da
Ga(M) offenin G4 ist, gibt es nur endlich viele Doppelnebenklassen Go\Ga/Ga (M),
also nur endlich viele engere Klassen und erst recht nur endlich viele Klassen. Sei h
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die Anzahl der Klassen und h™ die Anzahl der engeren Klassen im Geschlecht von M .

Durch die (disjunkte) Zerlegung
Ga= U?;rlGQ(I)iGA (M)

erhalt man
h+

/ /
h

=1 /GQ\GQ@GA(M)cbil

ht

:Z/ wa mit M; = &; M
i=1 Y Go\GoGa (M)

= Z/ wa ( vgl Kapitel 7 )
GQQGA(M )\GA M)

wa wegen der Rechtsinvarianz von wgy

G A(M;) ist eine kompakte Gruppe (weil G, kompakt ist), ihr Durchschnitt mit der
diskreten Gruppe Gg ist endlich. Er besteht aus denjenigen speziellen orthogonalen
Transformationen von Vg, die das Gitter M; in sich transformieren, den sogenannten

Einheiten von M; mit Determinante 1. Thre Anzahl wird mit E"'(

letzte Ausdruck wird damit

(letzteres wegen der Rechts- und Linksinvarianz von w ).

Sei E(M;) die Anzahl aller Einheiten von M; . Bei Siegel kommt die 37

Zusammenhang mit unserer Summe:

Fir die Summanden unterscheiden wir zwei Falle:

i /
= —_— WA
ZE+(Mi) GA(M) ZE+ (Mi) Ja )

i= 1E(M)

M;) bezeichnet. Der

vor.

1. M; gestattet keine orthogonale Transformation mit Determinante —1. Dann zerfallt
die Klasse vom M; in zwei engere Klassen, etwa vertreten durch M; und M/, und fiir

beide ist E = Et.

2. M, gestattet eine orthogonale Transformation mit Determinante —1.

Klasse von M; zugleich die engere Klasse, und E = 2ET .
Das ergibt

Nun haben wir

» o=t

Dann ist die

(2

hoo9
:ZE<M>

i—1



Das letzte Integral ist

wA :/ Weo * /
/GA(M) H (M)

Wir setzen die in Kapitel 9 und 12 gefundenen Werte fiir die lokalen Integrale ein:

n(n+1)
m 4

1. (n=-DH(n-2) n—1
Woo =(5)" 2 -(detd) = « ———-—
/cm 2 [[;-.T(3)

1 _pn=1) n(n 3) n
=—A,p T .p¥ - det Al fiir m > 20 + 1
G(Mp)

n(n—1)

Die (fiir m > 26+1) von m unabhingigen Zahlen A,,p~™~ 2z sind die Siegel’schen
ap .
Man erhalt
rL(n+l)
n+1
wa (det A)” ap
/GA<M) T2 HJ 1 T(3) H

Zusammen mit (1) haben wir nun

Satz 16.

n(n+1)

h 1 3 n
@) ZEI :F(2)F(2) ...... r'g)- (detA) / o

— E(M;) 1, o Go\Ga
Die Minkowski-Siegel’sche Formel besagt, dal an Stelle des letzten Integrals der Faktor
2 stehen sollte ( [S],Formel (72) auf Seite 568). Die Formel (2) zeigt, dafl der Minkowski-
Siegel’sche Satz dquivalent ist zur Aussage, dal das Volumen eines Fundamentalbereichs
fiir die Adele nach den Hauptadelen der speziellen orthogonalen Gruppe G gleich 2 ist.
Dieses Volumen heiit die Tamagawa-Zahl von G, kurz 7(G) .

Im néchsten Kapitel wollen wir zur Minkowski-Siegel’schen Formel einige Beispiele rech-
nen. Danach wollen wir 7(G) = 2 beweisen nach [W2], Seite 76-116. Dort werden fiinf
Typen von klassischen Gruppen gleichzeitig behandelt, wodurch der Beweis natiirlich
sehr lang und durch Fallunterscheidungen unterbrochen wird. Diese Vorlesung versucht,
den Spezialfall der orthogonalen Gruppen moglichst durchsichtig darzustellen. Ganz zum
Schlul werden wir uns sogar wieder auf den positiv definiten Fall zuriickziehen, obwohl
wir die Existenz des Tamagawa-Mafes fiir Formen von beliebigem Index (und Dimension
> 3) eingesehen haben und auch klar sein wird, welche Zusatzbetrachtungen man im
allgemeinen Fall anstellen miifite.
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14. Beispiele

Als erstes Beispiel behandeln wir die Gitter Z" fir n < 8, also M = >_"" | Ze; mit
(e;,€;) = d;; . Wir miissen die «, bestimmen. Nach Definition war

1 n(n—1)
ap:§p_m o Ay firm >>0

mit
Ay = {X mod p™ | X’AX = A mod p™}|

Fiir A = Einheitsmatrix zeigt das Hensel’sche Lemma, dal m =1 geniigt, wenn p # 2,
und m = 3 fir p = 2. Wir entledigen uns zuerst des schwierigeren Falles p = 2. Zur
Vereinfachung schreiben wir in diesem Teil M statt Ms .

Lemma 1. Die Automorphismengruppe von M ist transitiv auf {x € M | (z,z) = 1}.

Beweis: Der Fall n = 1 ist trivial. Sei also 2 <n <8 und z = Z?:l r;e; € M mit
(x,2) = 1. Sei t die Anzahl der ungeraden z; (gemeint sind die z; mit |z;]2 = 1):
Dann ist 1= (z,z) =Y 27 =tmod 4, wegen n <8 also ¢t =1 oder ¢ =75. Daher
gibt es ein gerades x; (wenn ¢t =1 weil n > 1 und wenn ¢t =5 wegen 5% 1 mod 8).
Man setzt s = —e;. Dann ist (s,s) =2mod 4 und die Spiegelung langs s fithrt M
in sich und z in e; iiber. Da die Permutationen der e; ebenfalls Automorphismen von
M sind, kann man jedes = mit (z,z) =1 in e; tberfithren.

Folgerung: Wenn x € M und (z,z) = 1 mod 8, dann gibt es einen Automorphismus 7
von M mit os7x = 09€7 .

Beweis: Jede Zahl = 1 mod 8 ist Quadrat in o0y. Also gibt es eine Einheit p mit
(x,7) = p?. Auf %a: kann man das Lemma anwenden.

Bemerkung: Fiir n = 9 ist das Lemma nicht richtig: Sei x = %Z?:l e; . Dann ist
(z,z) = 1. Die Vektoren im Orthokomplement von z sind die y mit Z?Zl y; = 0.
Fiir diese ist (y,y) = Z?:l y? = 0 mod 2. Also enthéilt M Nzt keine Einheitsvektoren,

wohl aber ei . Also kann man sicherlich nicht = in e; durch einen Automorphismus
von M {iberfiihren.

Jetzt sei Ag(n,1) die Anzahl der x mod 8 in M mit (z,z) =1 mod 8.
n=1:

As(1,1) = 4

n=2:1Ist 22 +23 =1 mod 8, so ist genau eines der z; ungerade und dann das andere
=0 oder 4 mod 8. Dafiir gibt es 2 -4 -2 Moglichkeiten.

Ag(2,1) = 16

n=3: Sei 22 + 2%+ 2% = 1mod8. Ist t die Anzahl der ungeraden z;, so ist
t = 1mod4, also t = 1. Ist etwa z; ungerade, so ist 23 + 23 = O mod 8. Also
sind 23 und 23 entweder beide 0 oder beide 4 mod 8. Das heit x5 und z3 sind
beide = 2,6 mod 8 oder beide = 0,4 mod 8. Dafiir gibt es 2 -4 = 8 Maoglichkeiten.
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Das ungerade z; kann 4 Werte annehmen, und statt x; konnte auch xo oder x3
ungerade sein. Zusammen sind das 3 -4 -8 Moglichkeiten.

Ag(3,1) =3-2°

n=4: Wieder ist t = 1. Die Anzahl s der x; = 2 oder 6 mod 8 ist gerade.

s=0: x9,23,74 =0 oderd mod 8. das sind 23 Moglichkeiten.
s =2: Ein z; ist 0 oder 4, die beiden anderen 2 oder 6 mod 8. Zusammen sind das
4-4-(2% +3-23%) Moglichkeiten.

Ag(4,1) =2°

n=>5: Wegen t #n (sonst wire 1 = (z,2) = nmod 8) fillt ¢t =5 immer noch aus,
esist t =1. Und wieder ist s gerade. Wir zdhlen die x mit festem ungeraden z; .

s=0: Z9,....,25 =0, 4mod 8. Das sind 2* Vektoren.
s = 2: Ein Paar ist 2,6 , das andere 0,4 mod 8. Das ergibt (;l) - 2% Vektoren.
s=4: Alle z; =2,6 mod 8. Das sind 2* Vektoren.

Zusammen sind das 5-4 - (2* + 6 - 24 4 2%) Vektoren.

Ag(5,1) =5-2°

n = 6: Jetzt kann in der Tat ¢ = 1 oder ¢ =5 sein. Fiir t = 5 sind etwa z1, ..., x5
ungerade und zg gerade. Dann ist (x,2) = 5 + 2% mod 8, und daraus folgt zg =
2,6 mod 8. Also haben wir 6-4°-2 = 3-2'2 Vektoren mit ¢t = 5.

Fiir ¢t =1 haben wir

s =0 mit 2° Fillen

s =2 mit (g) - 25 Fillen

s =4 mit 5-2° Fillen.

Das sind 6-4-25%-(1+10+5) = 3-2'2 Fille mit ¢t = 1. Zusammen

Ag(6,1) = 3-2'3

n =7: Fir t = 5, etwa @1,....,75 ungerade, muB 5 + 22 + 72 = 1 mod 8 sein,
also 22 + 22 = 4mod 8. Dazu mu8 ¢ = 2,6 mod 8 und 27 = 0,4 mod 8 sein oder
umgekehrt. Dafiir gibt es 2-2-2 Moglichkeiten. Das ergibt (7)-4%-2° Fille mit t =5.
Mit ¢ =1 haben wir zunéchst bei festem ungeraden x;
s =0 mit 2° Fillen
s=2 mit (5)-2° Fillen
s=4 mit (3) 25 Féllen
s =6 mit 2° Fillen.
Das sind 7-4-25(1 + 15+ 15+ 1) Vektoren mit ¢ = 1. Adiert man dazu die fiir t =5
erhaltenen, so erhélt man

A(7,1) =721

n=238: Ist t =5 und etwa m1,...,z5 ungerade, so mufl xZ + 22 + 3 = 4 mod 8 sein.
Dazu mufl genau eines der drei = 2,6 mod 8 sein oder alle drei. Das ergibt 3.23423 = 2°

Vektoren, also von ¢ =5 einen Beitrag (g) - 45.25 =7.218,
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Fiir ¢ =1 haben wir (bei festem ungeraden ;)

s =0 mit 27

s=2mit (3)-27=7-3.2

s=4mit (})-27=7-5-27

s =6 mit 7-27 Vektoren. Der Beitrag von t = 1 ist also 8-4-27-(1+21+35+7) = 218,

Ag(8,1) = 2%

Nun zdhlen wir die ganzen Matrizen modulo 8 mit X’X = 1 mod 8. Ist a die erste
Spalte von X , so gilt fiir die tibrigen Spalten b, dafl ¥a =0 mod 8. Da a’a =1 mod 8,
gibt es nach der Folgerung zu Lemma 1 einen Gitterautomorphismus 7 mit o097a =
0se1 . Daher ist die Anzahl der moglichen Spalten b mod 8 mit da = 0 mod 8 und
Vb = 1mod 8 genau so groff wie die Anzahl der Spalten bmod 8 in ef = > ', 02¢;
mit b'b =1 mod 8. Daraus folgt die Rekursion: ist

Ag(n) = {X € M, (02) mod 8 | XX =1 mod 8}

so ist
Ag(n) :Ag(n,l) -Ag(’n— 1,1) ...... A8(271) Ag(Ll)

Daraus finden wir

Ag(1) =4 Ag(2) = 2°¢ Ag(3) =321
Ag(4) =3-2%0 Ag(5) =3-5-2% Ag(6) =3%-5.212
Ag(7) =3%.5.7-2°7 Ag(8) =3%2.5.7.2™
1 73n(n71)

Fiir die Siegel’schen Zahlen «a;, = 5p 7 A, ergibt sich daraus

n | 2345 6 7 8
az | 466 F 3 ¥R IR
n(n—1)

Fir p#2 ist o, = %p‘ 7 A;,und %Al ist die Ordnung der speziellen orthogonalen
Gruppe G iiber dem Kérper I, . Diese haben wir am Ende von Kapitel 10 bestimmt.
Speziell fiir die Form Y a? (detV = 1) iibernehmen wir

ap() =(1—p )1 —-p H(1—-p
ap(8) = (1—p )1 —p 1 -p°
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Fir n > 3 ist das Produkt der «, absolut konvergent. Zum Beispiel erhdlt man fiir

n=3~8
315 _ _ _
Hap—azHap < A= - -p)
P72 p#2
315 4-16%-64 1 o 212.35.5%.7
© 128 3-152-63 ((2)¢(4)2¢(6) 16

Dies eingesetzt in die Mafiformel ergibt auf der rechten Seite

20(3)... T($)T(4) - 716 1

mi8.212.35.52.7  215.32.5.7

Die Automorphismengruppe des Gitters Z" besteht offenbar aus allen Permutationsma-
trizen mit Eintriigen +1 und hat die Ordnung 2% - 8! = 21%.32.5.7. Die MafBformel
zeigt jetzt: Im Geschlecht der 8-reihigen Einheitsform liegt nur eine Klasse.

Zur Kontrolle vergleichen wir auch noch mit dem Siegel’schen Beispiel n =5

15 15 4 16 1 26.32.5
a, = Qg ap=—|lA-pHA-pH=" - —. _
1o LIQ T4 4315 ¢(2)¢A) 76

Dies eingesetzt in die Mafiformel ergibt auf der rechten Seite
AAHPGIE) = 1
Jrt 26,325 2835

Die Ordnung der Automorphismengruppe ist 2° - 5! = 28 .3 .5: Also folgt wieder, da8
im Geschlecht der 5-reihigen Einheitsform nur eine Klasse liegt.

Auf dieselbe Weise kann man fiir alle n # 6 mit 3 < n < 8 einsehen, dafl im Geschlecht
von Z" nur eine Klasse liegt. Fiir n =6 liefert die Minkowski-Siegel’sche Formel

> 1 1 ILBx) _ 1 2°-L3x)
~ B(M;) 25-32-5 213 6l-2° 3
wobei
= x(1 4 2k)
L(s,x) = [J@—x( Z
1+ 2k)s
pF#2 =0

die L-Reihe zum Charakter x(z) = (—1)% ist. Wenn man nun aus irgendeiner an-
deren Quelle weiB ( zum Beispiel [B6], Kapitel 12), daB im Geschlecht von Z° nur eine
Klasse liegt, dann muf}

3

™

sein.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Gitter Eg. Es ist gerade, unimodular und vom
Rang 8, und positiv definit. Seine Determinante ist = 1. Wir wollen zeigen, dafl es bis
auf Isomorphie das einzige Gitter mit diesen Eigenschaften ist.
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Jedes unimodulare Gitter iiber o, fiir eine Primzahl p # 2 besitzt eine Orthogonalbasis
€1,...,en mit (e;,e;) = 1 fiir i < n. Ist seine Determinante gleich 1, so ist (en,ey,)
Quadrat, also oE auch = 1. Fir p # 2 haben wir also dieselben Anzahlen A,(n)
wie beim Gitter Z". Aber fiir p = 2 miissen wir neue Betrachtungen anstellen. Wir
sagen, ein Gitter ist vom Typ A = (a;j);; , wenn es eine Basis uq, ....,u, besitzt mit
(ui,uj) = ag; .

Lemma 2. Jedes gerade unimodulare anisotrope Gitter L vom Rang 2 iiber oo ist
vom T 2 1
yp 1 2 *

Beweis: Sei x € L mit maximalem |(x,z)| (gemeint ist der 2-Betrag). Dann ist z
primitiv, und, weil L unimodular, gibt es y € L mit (x,y) = 1. Die zugehorige

Gram-Matrix ist . Da L anisotrop, ist —det L = 1 — af nicht Quadrat, also

a 1
1 B
ist af # 0mod 8. Anderseits sind o und S gerade. Es folgt o = 2a, f = 2b mit
Einheiten a,b. Fiir A=1 und g =1—a—b(=1mod 2, also u? =1 mod 8) ist

a N+ \u+bpP=a+(1—a—>b)+b=1mod8

Nach Hensel ist aA? +Ap+bu? =1 in 0y 16sbar, und fiir v := Ao+ py gilt (u,u) =2.
Also hétten wir gleich mit einem Vektor z € L mit (z,z) = 2 beginnen kénnen. L

? 21b) mit einer Einheit . Dann ist 4b — 1 = 3 mod 8, , also

4b — 1 = 3% mit einer Einheit v in 0,. Nun ist gy’ := 124'—7796 — %y eL,und (y,z)=1
und (y',y') =2.

ist dann vom Typ (

1. Bemerkung: Insbesondere ist (? 21€> ~ <§ ;) fiir jede Einheit €.

2. Bemerkung: Ein gerades unimodulares Gitter, welches 0 darstellt, ist offensichtlich
hyperbolisch.

Lemma 3. Sei L gerade unimodular vom Rang 2m und det L = (—1)™ . Dann ist L
direkte Summe von m hyperbolischen Gittern.

Beweis: Solange dim L > 5, stellt L die 0 dar, und man kann ein hyperbolisches Gitter
abspalten. Also ist

mit einem Gitter M vom Rang 2s = 0 oder 2 oder 4, welches anisotrop und uni-
modular ist. Wenn es nicht 0 ist, kann man darin z,y finden mit (x,y) = 1. Diese
spannen ein unimodulares anisotropes Gitter vom Rang 2 auf, welches man als orthogo-
nalen direkten Summanden abspalten kann, m.a. W. M =0 oder E oder E 1 F mit

2 1
E_<1 2) nach Lemma 1.

M = E fillt aus, weil sonst (—1)™ =det L = (—1)""!-3 und —3 nicht Quadrat.

" . 2 1 2 1 2 1 2 1
M = FE 1 F fallt aus, weil sonst M(l 2>J_<1 2)(1 2>J_(1 _2)

( nach Bemerkung 2 zu Lemma 1) isotrop wére.
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Also bleibt nur M = 0, und das ist die Behauptung.

Sei L, =1™ H direkte Summe von n hyperbolischen Gittern (vom Rang 2 ) und
A(n,t) = {u € Ly, u mod 8| (u,u) =t mod 8}

Offenbar

(1) Aln,t)= > A(l,8)A(n—1,t - s)

s mod 8

A(1,t) ist die Anzahl aller Paare (A, 1) mod 8 mit 2Ap = ¢ mod 8. Die folgende Tabelle
zeigt die Anzahl der A mod 8 mit 2 Ay =t mod 8 bei gegebenem g :

g | 01 23456 7| ALY)=
t=0 | 8 2 4 2 8 2 4 2 | 32
t=2 102020 20 2 | 8
t=4 ] 0 2 420 2 4 2 | 16

Die Zeile mit ¢t = 6 ist dieselbe wie die mit ¢ = 2. Aus (1) folgt
A(n,t) = 32A(n — 1,¢) + 8A(n — 1,t — 2) + 16A(n — 1,t — 4) + 8A(n — 1,t — 6)

=8[A(n—1,t)+A(n—1,t—2)+A(n—1,t—4)+A(n—1,t—6)]+24A(n—1,t)+8A(n—1,t—4)

Die eckige Klammer ist die Anzahl aller v mod 8 in L, 1, also = 82(n=1)  Hieraus
konnen wir schrittweise alle A(n,t) berechnen, wobei fiir unser Ziel ¢ =0 und 4 geniigt:

A(n,t) =8-26"D 4L 94A(n — 1,t) + 8A(n — 1,t — 4)

A(1,0) = 32 A(1,4) = 16
A(2,0)=27-11  A(2,4)=27-9
A(3,0)=211.37  A(3,4)=2!1.35

A(4,0) = 215137  A(4,4) = 215135

Hiervon miissen wir die Anzahl der nicht primitiven uwmod 8 mit (u,u) = 0 mod 8
abziehen. Das ist einfach die Anzahl aller 2u mod 8 in L,, , also 42" .

Ergebnis: Die Anzahl A*(4,0) der primitiven v mod 8 mit (u,u) =0 mod 8 in jedem
unimodularen Gitter vom Rang 8 mit Determinante 1 ist

A*(4,0) =215 .137 - 216 =215 .33 .5
Auf dieselbe Weise erhilt man
A*(3,0) =21 .5.7

A*(2,0) =279
A*(1,0) = 2*
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Jetzt zéhlen wir die hyperbolischen Paare: Zu jedem primitiven w gibt es v mit (u,v) =
1. Man erhilt alle solchen v mod 8, indem man zu einem festen v einen Vektor z
mit (z,u) = 0mod 8 addiert. Also gibt es zu jedem primitiven « modulo 8 genau
82n=1 Vektoren v mit (u,v) = 1 mod 8. Diese v teilen wir ein in Gruppen zu je
8, namlich v,v — u,v — 2u,....,v — Tu. Unter diesen 8 gibt es genau zwei mit (v —
Au,v — Au) = 0mod 8, namlich fiir 2\ = (v,v) mod 8. Ein Viertel aller Vektoren v
mit (u,v) =1 mod 8 erfiillt also zusétzlich (v,v) =0 mod 8. Zu jedem u gibt es also
i -82n=1 = 26n=5 Vektoren v .

Ergebnis: In L, gibt es B*(n) := A*(n)-2"=5 Paare u,v mod 8 mit (u,u) = (v,v) =
0 mod 8 und (u,v) =1 mod 8. Die Werte sind
B*(1) =2°
B*(2) =2'.3°
B*(3)=2*.5.7
B*(4)=2%.3%.5

Jedes solche Paar spannt ein hyperbolisches Gitter auf; denn seine Gram-Determinante
ist (—1) mal ein Quadrat.

Jetzt sei X eine lineare Abbildung von

auf sich mit
(Xz, Xy) = (z,y) mod 8 fiir alle x,y € L,

XH wird von einem modulo 8 hyperbolischen Paar wu,v aufgespannt, ist also ein
hyperbolisches Teilgitter und kann direkt abgespalten werden:

L,=XH1M
Es ist (sinngeméf alles bis auf Quadrate)
(-1)" =det L, =det(XH)det M = (—1) -det M

Damit erfiillt M die Voraussetzung von Lemma 2: M ist gerade, unimodular vom
Rang 2(n—1),und det M = (—1)"~!. Nach Lemma 2 ist M direkte Summe von n—1
hyperbolischen Gittern.

Die beiden ersten Spalten von X sind wu,v. Die dritte und vierte Spalte sind modulo
8 auf v und v senkrecht. Dann konnen wir sie modulo 8 so abéndern, daf} sie in M
liegen. Daraus sehen wir:

Die Anzahl der X mod 8 mit (Xz, Xy) = (x,y) mod 8 fiir alle x,y € L,, ist gleich

Mit den oben gefundenen Werten von B* ist das gleich
97T .35 .52 .7
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Nach der Siegel’schen Definition war «ay das % 27328 _fache davon, also
ap=27%.3".52.7
Wie schon bemerkt, sind die oy, fiir p # 2 dieselben wie fiir das Gitter Z" , also
ap=(1-p )1 -p )21 -p%
Dadurch wird

2 11 8 3
e by gy 40160064 1 _ 2138507
L 3-15%-63  ((2)¢(4)%¢(6) L

Setzt man dies in die Mafiformel ein, so erhéalt man

3 1 1
E(M;) 214.35.52.7

i=1

Der Nenner ist gerade die Ordnung der Automorphismengruppe des aus der Theorie der
Liealgebren bekannten Gitters Eg (fur einen Beweis siehe zum Beispiel [B6], Kapitel
12). Es folgt, dal im Geschlecht von Fg nur eine Klasse liegt. Vergleichsweise einfach
ist zu sehen, daf} alle geraden positiv definiten Gitter mit Determinante 1 ein Geschlecht

bilden (und nur in durch 8 teilbarer Dimension existieren). Damit folgt:

Bis auf Isomorphie gibt es nur ein positiv definites unimodulares gerades Gitter vom

Rang 8 tiber Z
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15. Charaktere

Der Weil’sche Beweis fiir 7(G) = 2 benétigt Fouriertransformation auf der additiven
Gruppe V4. Zur Vorbereitung davon dienen die Kapitel 15 und 16.

Definition : Ein Charakter einer abelschen topologischen Gruppe G ist eine stetiger
Homomorphismus von G in die Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1.

In diesem Kapitel wollen wir die Charaktere von Q,, A und Va4 bestimmen.

Q, Sei x ein stetiger Homomorphismus von Q,, nach {|z| =1}. Zu € > 0 existiert
m mit |x(z) — 1] < e fir £ = 0mod p™. Das Bild x(p™o,) ist eine Untergruppe
in {|z| =1}. Wahlt man e so klein, dal {|z — 1| < €} keine Untergruppe # 1 von
{lz| = 1} enthélt, so mufl x(p™0,) =1 sein.

Wir bestimmen zuerst alle Charaktere mit x(o0,) = 1: Sei x ein solcher. Dann ist

X(ﬁ) eine p" -te Einheitswurzel, etwa

1

X(=) = e mit 0 < a, < p"
o
Aus ) ) )
27 _ 27
ern 1M = X(mr) = xp- ) = xCR)" = e anp
folgt
n—1

ap = A1 mod p

Daraus und aus 0 < a,, < p™ folgt, dafl die Ziffern € {0,1,....,p— 1} in der p-adischen
Entwicklung von a, und a,_7 bis zur Stelle n — 2 iibereinstimmen. Es gibt also eine

ganze p-adische Zahl ¢ =Y ° ¢;p’ mit

an, = cmod p" fir alle n

Ist x € Q, beliebig, etwa

T

T_
x:—+....—|——1—|—x0mitxoeopundogzi<p
p

m

so ist, weil x(o0,) =1,

m m m

xlo) = xS = T ) =[5 =

J
j=1 p j=1

. m j—1 k i
eQm ijl wp CRP TGP J

Die Summe im Exponenten lauft tiber alle Paare (k,j) mit k¥ —j < 0. Sie ist der
sogenannte p-adische Hauptteil h,(cz) von cx. Dieser ist fiir y € Q, nach Definition
modulo Z gekennzeichnet durch

1. h,(y) ist eine rationale Zahl mit p-Potenznenner
2. y—hp(y) €0p.
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Wir sehen: Zu jedem Charakter x von Q, mit x(o,) =1 gibt es eine Zahl ¢ € 0, mit
x(z) = > () fiir alle z € Q,

Fiir einen beliebigen Charakter x von Q,, gibt es m mit x(p™o,) = 1. Der Charakter
¢(x) = x(p™x) ist gleich 1 auf o,, also von der Gestalt e?7?h»(c2)
X(x) — eQwi}lp(p77"cx) )

und damit ist

Die Abbildung ¢ — . mit x.(z) = e?™»(c®) yon Q,, in seine Charaktergruppe @p ist
also surjektiv. Sie ist offensichtlich ein Homomorphismus, und injektiv ( h,(cz) € Z fur
alle z ist nur moglich fiir ¢ =0). Sie ist zudem stetig und offen: Die Charaktergruppe
wird nach Definition dadurch toplogisiert, daf3 die Mengen

Wo.e == {x [ x(C) C U(1)}

wobei C' die Kompakta 3 0 und e die positiven reellen Zahlen durchlauft und U.(1) =
{z ]|z —1| < €} , ein Fundamentalsystem von offenen Einsumgebungen bilden. Nun:

Xc m- nahe 1 in @p < x(cp~™0,) nahe 1 < hy(ecp~™0,) C Z < ¢ = 0mod p™

Ergebnis:
Satz 17. Qp ~ Q, als topologische Gruppe.

R Dies entnehmen wir aus der Analysis: ¢ +— y.(z) := e 2™ identifiziert R
(algebraisch und topologisch) mit seiner Charaktergruppe.

A Sei y € A. Die Kompakta in A sind enthalten in Mengen der Gestalt

C=Cyx X Hp*mpap, fast alle m, =0

p

Mit demselben Schlufl wie oben ( {|z| =1} enthélt keine kleinen Untergruppen ) sehen
wir: es gibt eine endliche Menge S und m, fir p€ S, so dafl

x{0} x [T 20, x [[ o) =1
peES pES

Fiir jede Stelle v sei i, die Einbettung z — (0,,...,0,2,0,.....) von Q, in A. Dann
ist x, := x 04, ein Charakter von Q, . Dazu gibt es co mit Yoo(x) = e~ 27¢<% und
cp mit xp(x) = e2mhe(er)

Fir v € A ist z, € 0, fiir fast alle p, etwa fiir p €T". Wir schreiben

T = (Tagy oy Tpy 0, eenn) (0,000, 0,2, ) = Y (@) + (0,000, 0,2, ....)

veSUT

Nach Bestimmung von S ist

X(l‘): H Xv(xv)

veSUT
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Da xp(zp) =1 flir p ¢ SUT, kann man die x,(z,) formal dem Produkt hinzufiigen
und schreiben

(1) x(@) = [ o) = e 2o 2 2, o (epr)

Aus xp(0p) =1 fiir p ¢ S folgt ¢, €0, fiir pg S. Also ist ¢ := (oo, .., Cp,....) €in
Adel. Die Abbildung ¢ — x. von A nach A , wo x. durch die rechte Seite von (1)
definiert ist, ist bijektiv. Sie ist auch stetig und offen:

Xc nahe 1 in A=

mit groflem Cjp und grofiem S und groflen m,, ist
727ricaoz(x,+27riz CpTp . . —m
e » nahelm(CfurxeCooXHp Popxnop
peSs pE¢S

<= Coo nahe 0,¢, =0mod p™” flir pe S,c, €0, fiirp g S
<= cnahe 0in A
Ergebnis:

Satz 18. A~ A algebraisch und topologisch .

Ab jetzt bezeichnen wir y.(z) =< x,c>.
Lemma 1. Fir {€Q ist £ =3 hy(§) mod Z.

Beweis: §— 3, hp(§) = [ — he(§)] — 22,4, hp(§) ist ganz fiir ¢. Dies gilt fiir jedes g.
Alsoist £ =3 hy(§) €Z.

Fiir eine Untergruppe B C A bezeichne
Bt ={zc A| <z,b>=1fiir alle b€ B}

Aus Lemma 1 folgt Q C Q*t
Mit € =[0,1] x [[, 0, war A=C+Q.

Wee={x €4 |x(C) cU1)}
ist offen in A, und
X E€WeNQt = x(4) = x(C) CU(1), also =1 (e klein)
weil x(A) eine Untergruppe von {|z| =1} ist. Das zeigt: Q7 ist diskret in A. Dann

ist auch Q/Q diskret in A/Q. Da A/Q kompakt, ist Q~/Q endlich. Anderseits ist
Q%' offenbar ein Q-Vektorraum. Dies zusammen ist nur moglich, wenn

Q=Q"
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Va Man nimmt eine iiber QQ definierte nicht ausgeartete symmetrische Bilinear-
form (, ) und identifiziert V4 mit seiner Charaktergruppe vermége y — x, mit

xy(7) = x((,9))

wobei
x(a) = o 2miacet2mi Z,, hp(ap)

der oben betrachtete Charakter von A ist. Dabei ist wieder
1
Vo =V
denn

xy(Vo) =1 x((y, Vo) =1 x(@Q- (1, Vo) =1 (y, Vo) CQey e

Spezialfall: V' = D eine Quaternionenalgebra. Hier nimmt man die symmetrische Bi-
linearform (x,y) = sp(xy), wobei sp die reduzierte Spur von D ist. Wenn e, ...., €3
eine Basis von D ist mit eg = 1,e? = a, €3 = b und ejes = —eze1, a,b € Q, und
x = xp+x1e1+T2es+x3e3, dann ist sp (x) = 2z . Ist D der zweireihige Matrizenring,
dann ist sp die Matrizenspur.
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16. Fouriertransformation

Allgemein: Ist G eine lokal kompakte abelsche Gruppe und G ihre Charaktergruppe,
so definiert man fiir jede absolut integrierbare Funktion auf G die Fouriertransformierte

f durch
o) = /G f(@)x()de

f ist eine stetige Funktion auf G'. Wir betrachten die fiir uns wichtigen Beispiele:

1. V, Sei M, ein Gitter in V, und f eine lokal konstante Funktion mit
kompaktem Tréger auf V. Zu einer solchen f gibt es m mit f(z) = 0 auBerhalb
p~ "M, . Fir jedes a € p~™M, gibt es k = k(a) mit f(z) = f(a) falls 2 = a mod
pF(@ . Aus der Uberdeckung

pMy= ) (a+pHOM,)
a€p~™ M,

kann man eine endliche auswéhlen:
P M, = ULy (ai + pM M)
Die Zahl k = max ;k; hat die Eigenschaft
,y € p~ "My, x =y mod p*M, = f(z) = f(y)

f ist also auf den Restklassen a + pkMp konstant,
f = Zf(a)1a+pkMp

ist eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen 1, x5, . Berechnen wir
von solchen f die Fouriertransformierte:

f(y):/ <x,y>dx:/ <a+xzy>de=
a+pk M, pk M,

P

<ay>- { vol(p* M)  wenn y € (p*M,)*
0 sonst

=<a,y> ’UOl(pkMp)]_(pkMp)L

Da < a,y > bei festem a eine lokal konstante Funktion von y ist, zeigt dies: Die
Fouriertransformierte ist wieder lokal konstant. Ihre Fouriertransformierte ist

f(z) = /ye(pkM . < a,y >vol(p* M) < y,z > dy = 'UOl(Mp)'UOZ(M;_)].pkMp(a + 2)

weil M;-J- = M, und (pFM,)* :p’kM;- . Dies zeigt:

Fiir jede lokal konstante Funktion f mit kompaktem Trager ist

F) = 1 f(—)
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Dabei ist v, = vol(M,) - vol(M;") eine nur von p (und der Identifizierung von V,, mit
seiner Charaktergruppe, aber nicht von M, ) abhéngige Konstante.

2. Vi . Wir betrachten Funktionen des Typs Polynom mal e Posdef quadratische Form
Ist A= A’ positiv definit, so ist

_ ’ T _ 7 pA—1
/6 mx' Ax+27ix Ydr = const - e Ty A

und mit A ist auch A=! positiv definit. Hieraus und (zum Beispiel) aus den Formeln in
[E], Seite 86 sieht man: Mit f ist auch die Fouriertransformierte f vom beschriebenen
Typ.

3. Vyu.
Definition: Eine Funktion ® auf Vj4 heifit Standardfunktion, wenn
1. ®(z) =[], ®ov(zv) (2= (Too) e, Tpy o))

2. &, ist vom Typ Polynom mal ePosdef quadratische Form ynq alle ¢, sind lokal
konstant mit kompaktem Tréger

3. Fiir fast alle p ist ®, die Indikatorfunktion von M, , wobei M ein fest vorgegebenes
Z-Gitter in Vg ist.

Fir eine Standardfunktion & ist

d(y) :/V O(z) < z,y >dr=

hmH/ o(Ty) < Xy, Yy > duy - H/ p(Tp) < Tp,yp > dz,

pgS

Fiir fast alle p ist ®, die Indikatorfunktion von M, und M, = M;" und vol(M,) = 1.
Fiir alle S*, die die Ausnahmestellen enthalten, ist

(i)(y> = H ci)v(?/v) : H 1Mp(yp)

vES™ pES*
Das zeigt, daB & wieder eine Standardfunktion ist.

Satz 19. Fiir jede Standardfunktion & ist Z&eV@ O(x + &) absolut konvergent, und
zwar gleichméBig in x auf jedem Kompaktum C C Vy4 .

Beweis: Sei C' = Coo X [[,e7 Cp X [[,gr Mp und z € C.
Dz +&) #0=Dp(xp, +&) #0fur alle p= & € —Cp, + Tr(¢p) fiir alle p
D, := —C, +Tr(®,) ist kompakt fiir alle p und = M, fiir fast alle p. Daher liegen

die £ € Vg mit ®(§) # 0 in einem Gitter L C V. Alle ®, sind beschrénkt und fast
alle gleich 1 auf M, . Daher ist

D R+ 8] < const- Y [Do(€)

£eVp Eer
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wobei die Konstante (auffer von @) nur von dem Kompaktum C abhéngt. Nach Defi-
nition von Standardfunktion ist die letzte Reihe konvergent.

F(z) =3 Vo Oz + &) ist wegen der gleichméfigen Konvergenz eine stetige Funktion

auf Va/Vg. Die Charaktergruppe von Va/Vp ist Q- C V4. Die Fourierkoeffizienten
von F' sind

c(n):/ F(l‘)<$,77>d.’17=/ Z@(w+§)<x,n>dm:
VA/VQ VA/V@ £eVy

/ Z@(w+§)<x+§,n> weil <& np>=1
Va/Vo e,

:/ ®(z) < z,n > dz = d(n)
Va

(vergleiche das Kapitel {iber Integration auf homogenen Raumen). d ist wie gesehen
wieder eine Standardfunktion, daher ist 3, . |c(n)| konvergent, und damit ist die

> onevy €(n) < x,m > absolut konvergent. Nun besagt ein allgemeiner Satz aus der
Theorie der Fouriertransformation: Wenn f und f beide absolut integrierbar sind und
f stetig, dann gilt bei geeigneter Normierung der Haarschen Mafle die Umkehrformel.
Wenn zum Beispiel die Gruppe G kompakt ist, dann ist ihre Charaktergruppe G diskret,
und die Mafle sind richtig normiert, wenn die ganze Gruppe G das Volumen 1 bekommt
und in G jeder Punkt die Masse 1. Hier ist G' = Va/Vp mit dem Volumen 1, und das

Integral iiber G~ Vg ist die > nev;, - Das bedeutet jetzt: Die Funktion I auf Va/Vg
wird durch ihre Fourierreihe dargestellt:

Z Sz +&) = Z d(n) < z,n>

eV neVy

An der Stelle z = 0 ist das die Poisson’sche Summenformel.
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17. Quaternionenalgebren

D sei eine Quaternionenalgebra iiber Q, das ist ein vierdimensionaler Q -Vektorraum
mit Basis eg,e1,e2,e3 mit eg = 1,3 = a,e3 = b,ejea = —eger, a,b € Q°. Fiir
T = X9+ r1e1 + x2es + x3e3 wird die reduzierte Norm definiert durch

N(z) = 22 — ax? — ba3 + aba’

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dafl die Norm tiber Q die 0 nicht darstellt, das
bedeutet, dafl die Algebra Dg nullteilerfrei ist.

dr  dxg A ....Ndxs
(Nz)2 (Nz)?

ist eine invariante Differentialform auf der multiplikativen Gruppe D* . Leider existiert
das analog zu Kapitel 11 gebildete Maf} auf der Adelgruppe D% nicht, ndmlich: Fiir fast

alle p ist D, der zweireihige Matrizenring iiber Q,,, also Dj ~ GL2(Q,) und

dz, 4 4 2 2
=p |GLy(Fp)| =p " (p* — 1)(p* — p)
/GLM Np ~ P 1O

=(1-p Hl-p?

und das Produkt iiber p hiervon ist nicht konvergent. Aber die Formel zeigt: Setzt man
Ap=(1- %)*1 , so konvergiert das Produkt

H)\ / d.’Ep
GLs(oy) IN(2)?[p

p

und liefert auf dieselbe Weise wie in Kapitel 11 ein Mafl auf D% . Dieses bezeichnen wir
mit d*x, und die Wﬁ”ﬁ kurz mit d*z,, .

In Kapitel 16 wurde ”Standardfunktion” definiert. Fiir eine Standardfunktion ¢ und
eine komplexe Variable s wollen wir die Existenz des folgenden Integrals untersuchen:

[ W@re@da

A

Nach Definition ist es gleich

hmH/ o(Ty) Apd, H/D q)p(xp))\pd*xp

pEgS (C'p)
(dabei wurde formal A\, =1 gesetzt).
Fiir die Existenz muf} gezeigt werden:

1. [,. existiert fiir jedes v
2. Hpes fD*(%) konvergiert fiir jedes endliche S .
3. limg existiert.
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Zu 1. Weil ®o = Polynom - e P°* 9/ konvergiert das [,. |N(z)|55?®ec(z) da fiir
Re s > 2 . Fiir p # oo haben wir, falls Re s > 2, eine stetige Funktion iiber ein
Kompaktum zu integrieren, also existiert auch hier das Integral fir Re s > 2.

Zu 2. Bekanntlich ist D, ~ M>(Q,) fiir fast alle p. Sei S so grofB, daf fiir alle p ¢ S
DP = M2 (Qp)

Die Ubergangsformeln vonden z, in & = xg+xii+xj+r3ij zu den Matrixkoeffizienten
T,s unimodular sind

®,, die Indikatorfunktion von Ma(o0p) ist.

J,

Aus der Zerlegung

Dann wird

dx
[N (2)|5®,(x) A\pd* :/ |det z|5 - N\ —2—
T La(@,) M (o) P det )2

*
P

ko
GLQ(Q;D) N MQ(OP) = Uk,lZO,b mod p¥ (% pl> GL?(OP)

erhalten wir fiir dieses Integral

dz,

—(k+l)8)\ /

p k

Z P (p bl)GLQ(op) | det |2
0 p

k,1>0,b mod p*

= Z pf(k+l)s>\p dd:z:p :
k,1>0,b mod pk GLs(oy) |det ]2

wegen der Links-Invarianz des Integrals

= > "N - -ppt
k,1>0,b mod p*

l—p_2

(1=p'=*)(1 —p~9)

Das beweist gleichzeitig 2. und 3. und rechtfertigt die Definition

(1) 2(5.0)i= [ IN@ o)y

A

und wir haben den
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Satz 20. Z(s,®) ist fiir Re s > 2 durch (1) definiert und stellt dort eine differenzier-
bare Funktion von s dar.

( Die letzte Behauptung kann man durch Abschétzung des Differenzenquotienten nach-
rechnen).

Berechnung des Residuums an der Stelle s = 2:

Sei S so grof3, dal die eben durchgefiihrte Rechnung fiir p ¢ S gilt. Dann ist

[Toes fD;j [Na|; @o(2) Aod @, ¢(s = 1)¢(s)

2o =0 )0 @)

Der linke Bruch (bestehend aus endlich vielen Faktoren in Z&hler und Nenner) strebt fir
s — 2 gegen

T = I, v =TT, as

veS veS

(Rechtfertigung des letzten Schritts: Auf N(z) = 22 — ax? — bxd + abz? = 0 ist dxg A
dxq1 A dze Adxs = 0). Da die Riemannsche Zetafunktion an der Stelle 1 das Residuum
1 hat, folgt

@) lim (s~ 2)2(s. @) H/ 2)dz, _/D B(2)dza = B(0)

veES

denn fD z)dr,=1 fir pg S.

Die ”additive Rechnung”: Hier wird vorausgesetzt, dal Dg nullteilerfrei ist: Zuerst
zerlegen wir Z(s,®) in einen holomorphen Summanden und den Rest: Wir setzen fiir
x € D}

A(@) =143 wemn [Nz|=1

{ 1 wenn |Nz|>1
1
0 sonst

und A_(z) = A4 (1), Dannist Ay(z)+A_(z) =1 fiir alle 2, und mit
Zi(s,®) = / At (2)®(z)|Nz|°dyx
A
ist
Z(s.®)=Z,(s,9)+ Z_(s,9)

Beide Integrale Z, und Z_ sind konvergent fiir Re s > 2. Das fiir Z; konvergiert
aber umso besser, je kleiner der Realteil von s ist. Daher ist Z, in der ganzen s-Ebene
konvergent. Man zeigt unmittelbar (durch Betrachtung des Differenzenquotienten), dafl
Z1(s,®) eine differenzierbare Funktion von s ist. Alsoist Z, (s, ®) eine ganze Funktion
von §.

Die (im allgemeinen vorhandene) Singularitét von Z(s, ®) steckt also in Z_ :
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Sei DY die Untergruppe aller x € D% mit |[Nx| =1 (Idelbetrag). Vermoge

(t,y) = (Vtlso, oo.-. JUps eenr)

identifizieren wir R, x DY mit D% . und normieren das Haarsche Maf auf D) so,

daB3
dt

st = [ o) 7

D

Damit wird - it
760 = [ AN eremd G

= /00 A_(t)t° /Dl @(ty)dky%

] e

A 5eD*

(vgl Kapitel 7). Mit dem am Ende von Kapitel 15 beschriebenen Charakter von D4 und
der Identifizierung von D4 mit seiner Charaktergruppe ist die Fouriertransformierte von
U(z) := P(tzy) (vgl. Kapitel 16)

bw) = [ apnpen)d: = [ R )

Da

:/ t720(2)x(sp(zy twt™V)dz = t72D(y twt ™)
Da

Nach der Poisson’schen Summenformel (Kapitel 16) folgt

> o(tey) = —2(0) + Y (t€y) weil Dg nullteilerfrei
geny ¢€Dy

=—00)+ Y t2(y et

§€Dg

Setzt man dies ein, so erhélt man

sy —24 24 (fe—1 N—1,—17 g1 -1 Q1
= [ /Q\Dl 0)+1720(0) + 3 170((¢ ) dh} T

¢eny

Wir benutzen ein zweites Mal, da Dg nullteilerfrei ist, also N iber Q nicht die 0
darstellt. In Kapitel 4 haben wir gesehen, daf fiir die spezielle orthogonale Gruppe G
eines anisotropen Raumes der homogene Raum G4/Gq kompakt ist. Mit einem ganz
dhnlichen Schlufl sieht man hier, dafl D(’@\D}4 kompakt ist. Zur Bequemlichkeit des
Lesers sei diese Modifikation hier kurz ausgefiihrt (fiir die Kompaktheit ist es natiirlich
unerheblich, ob die diskrete Untergruppe links oder rechts ausdividiert wird):
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Satz 21. Wenn Dg nullteilerfrei ist, dann ist der homogene Raum D(B\D}4 kompakt.

Beweis: Man nimmt ein Kompaktum C' in der additiven Gruppe D4 , dessen Volumen
echt grofler ist als das Volumen von Dg\Dy4 (also > 1 nach der Normierung des Mafles
auf Dy ). Ist nun a € DY, so ist nach der Integraltransformationsformel vol (aC) =
vol (Ca=1) = vol (C') > 1. Folglich sind die Translate &+ aC, & € Dg nicht disjunkt: es
gibt £ #n in Dg und c¢j,c0 € C mit €4+ac; =n+ace,dh. 0#E—n=a(ca—c1),
das heiit wir haben (Bezeichnungswechsel) ein Element £ mit
0# &€ DgNaC’ und genauso 0 # 1 € DoNC'a™!
und dabei ist ¢’ := C — C kompakt. Da Dg nullteilerfrei ist, folgt
0#£néeC -C'NDg

und C’C’ ist ebenfalls kompakt in Dy . Daher ist C'C’ N Dg endlich, und 7§ gehort
einem endlichen Wertevorrat an: n¢ € {(1,....,(n}, alle ¢; # 0. Ist n€ = ¢;, so haben
wir
na€C und (na) ' =a'p7t = a71§C;1 € C”Ci_l
Setzt man uf;lc’gl = E,soist E kompakt, und wir haben gezeigt: Zu a € DY gibt
es 1 € Df so, daBl
(na,(na) ") € ¢’ x E
Die Menge
F={beDy| (b el xE}

ist kompakt in der multiplikativen Gruppe D% , und D} C Dy - F.

Wir fahren fort in der Behandlung von Z_: Der homogene Raum D@\D}L‘ hat nun
sicher endliches Volumen, etwa = p, und damit wird

@z (o) =20, 20 / o= / o 2R gty 2

S t
A EGD*

Nach Kapitel 7 ist

/D% ‘ﬁ(y’lt’l)dky:/ > byt Hd'y

*® 1
Dg\Pj ¢epx

Daher ist das Integral in (3) (es ist egal, ob man iiber £€~! oder ¢ summiert) gleich

1
. dt
/ts_z/ Oy~ )day —
0 DY

Weil dyy und % invers-invariant sind, ist dies gleich

> . dt
[ e[ bwnde T
1 DY t
und, weil yt =ty , gleich

| A @INaPb@pdye = 2.2 - 5,9)
0

Damit haben wir bewiesen
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Satz 22. R

®(0 (0
0 , &0
s s—2

und Z4 (s, ®) ist eine ganze Funktion von s.

Z(s, @) = [ ]-M+Z+(S,<I))+Z+(2—S,<i>>)

Man kann aus diesem Satz das Residuum von Z(s,®) an der Stelle s = 2 ablesen,
namlich

lim (s — 2)Z(s, ¢) = 9(0) -

s—2
Vergleich mit dem Ergebnis (1) der ?multiplikativen Rechnung” zeigt =1, oder noch
einmal ausfiihrlich formuliert

Satz 23. Fiir das oben definierte Maf3 auf D} hat der homogene Raum Dg\D) das
Volumen 1.

Wir wollen Satz 23 benutzen, um die Verankerung bei n = 3 fiir die Berechnung der
Tamagawa-Zahl der orthogonalen Gruppen zu machen. Das geniigt fiir die orthogonalen
Gruppen in Dimension > 3, wenn man sich auf Formen beschréankt, die anisotrop iiber
Q sind. Wenn man beliebige Formen betrachtet, mufl man in zwei aufeinander folgenden
Dimensionen verankern, also etwa 3 und 4. Warum, werden wir in Kapitel 18 genauer
sehen.

Sei Z das Zentrum der Quaternionenalgebra D , bestehend aus den Vielfachen von e .
Dann ist G := D*/Z* die spezielle orthogonale Gruppe des dreidimensionalen Raumes
V =< —a,—b,ab > . Die Projektion

D* — G, gegeben durch 7(z)v = zvr~*
mit Kern Z* besitzt lokale Schnitte, so dafl sie auch fiir die Adelgruppen surjektiv ist :
Ga ~ D% /Z% . Die Gruppe Z7% ist die Idelgruppe I von Q.

Wir wissen (Kapitel 8), dal es auf G eine invariante Differentialform w # 0 hochsten
(also dritten) Grades gibt. Dann ist ¢(z) = w(mx) eine invariante Form dritten Grades
auf D*. Die Form ersten Grades %d%\’;) ist invariant auf D* . Dann ist auch %d([f,vf) A
(z) invariant auf D* (und # 0). Weil es bis auf rationale Vielfache nur eine tiber Q

definierte invariante Form hochsten Grades gibt, ist

1d(Nz)

SN2 ANw(rz) =7

mit einer rationalen Konstanten ~. Fiir die lokalen aus diesen Differentialformen abge-
leiteten Mafle bedeutet das

o f, 1o (gl = D;ﬂx)-(ﬁm ¥(@),

Nach Kapitel 7 ist dies gleich

dN (zx)
(| fle2) - o) wplme)
/. 2 NG,

p
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Bei festem x gilt
dN(zz) d(2*Nz) 5 dz

N(zx) 22Nz "z
Es folgt

0 o [ S = [ [ ST ()

p

In jedem der drei Integrale geht das Volumenelement aus einer iiber Q definierten Differ-
entialform hervor. Bei dem Integral iiber G}, handelt es sich also um die p-Komponente
des Tamagawa-Mafes (siehe Kapitel 11). Fiir die beiden anderen konvergiert leider das
Produkt der Integrale tiber Z;, =0y bzw. tiber D3, nicht, ndmlich:

Fiir fast alle p ist D, ~ M;(0,) und das Integral hat den Wert (p* —1)(p®> —p)-p~* =
(1—-p~2)(1—p~'), und das Integral iiber o% ist =1 —p~'. Wir multiplizieren beide
Seiten von (4) mit A, := (1 — 2)~! und benutzen die mit den Konvergenzfaktoren )\,
versehenen Mafle d%x auf D% bzw. djz auf Z3 = 1. Bei der Produktbildung heben
sich die Faktoren |y|, weg wegen der Produkformel (es war v € Q)

In dem Diagramm

AN
N4

integrieren wir zunéachst links herum:

REEE / S flew) dyi

Dg\D ¢epy

und dann rechts

[ @[ ([ s

-/ K | Hadiwatra)

/ . > f(ﬁx)df‘m/GA(/If(m) d52) wa ()

4 geDy

Also haben wir
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Die obigen Vorbetrachtungen dienten dazu, einzusehen, dafl diese Formel nicht nur
wie in Kapitel 7 mit irgendwelchen geeignet normierten Maflen gilt, sondern mit dem
Tamagawa-Mafl von G und den modifizierten Tamagawa-Maflen von D* und Z.

Das Integral iiber G4 behandeln wir weiter, indem wir zuerst iiber die Untergruppe Gg
summieren. Der Integrand ist [, f(zz)djz =: F(wx). Wir erhalten

[ 5 roi
Ga/Go Jegy,

Die Summanden sind alle von der Form F(wz -v) = F(n(xf)), denn jedes v ist ein
m(§). Um jeden Summanden genau einmal zu erhalten, mufl man § modulo Zg = Q"
laufen lassen. Dadurch erhélt man

J.

Im Integral iiber I summieren wir wieder zuerst iiber ¢ € Q* und erhalten
(5) LY 3 a0 e
G

1/Q" ceqr
Wir mochten Y. und [ vertauschen. Dazu betrachten wir die Funktion H(z,¢,z2) :=
de@* f(z€Cz). Die Funktion f habe kompakten Tréger C' C D%, und 2 laufe in
einem Kompaktun FEy C I/Q*, also, wenn E C I ein partielles kompaktes Urbild
(siehe Kapitel 4) von Ey ist, z € EQ". Dann

/f 2€2)d7z wa(mx)

A/GQ §€D /Q*

A/G@ §€D /@*

H(x,& 2) # 0= es gibt ( € Q" mit f(26¢2) #0 = es gibt ( € Q" mit z€2¢ € C

S22 CQ =€ 'CET'Q* = y=n¢ cn(z"'CE™Y)

Da die letzte Menge kompakt und v = m(¢) in der diskreten Untergruppe Gg liegt,
ist D¢ mod g+ H(2,§,2) in jedem Z-Kompaktum eine endliche Summe, und wir kénnen
sie gliedweise integrieren. Dies riickwérts gelesen und in (5) eingesetzt ergibt fir das
gesamte Integral den Wert

/GA/GQ /I/Q* Z Z f(xfCZ)d}‘z (,UA(WJ;) (fy :775)

~EG CEQ*

_/GA/G@ /I/Q* gez,;é f(xé2)d32 wa(mz)

Integrieren wir in dem Diagramm links herum, so erhalten wir ein Integral iiber den
homogenen Raum D7 /D¢ , und das ergibt die Gleichung

/ . > f@d)dy (i /GA/GQ/ 7 f(agz)d;(2)walni)

o geDy, I/Q" ¢epya
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Wie in Kapitel 7 gesehen, 148t sich jede stetige Funktion mit kompaktem Trager auf
D7 /Dg als eine Summe ZfeDa f(z€) schreiben, wobei f kompakten Tréager in D7

hat. Daher gilt

/ F@)ds (@ / F(@2)dj (2)wa(mz)
Dy/D; Ga/Go J1/0"

fir jede stetige Fumktion mit kompaktem Tréger in D%/ Dg . Hat die Funktion F
einer positiven reellen Variablen kompakten Triger C (0,00), so folgt aus Satz 21, dafl
f(&) == F(|Nz|) kompakten Triger in D7 /D¢ hat. Fiir jede solche Funktion F gilt

also
[ pehay@ = [ [ RPNy w
D% /Dg Ga/Go J1/Q"

Wir werten beide Seiten aus:

Linke Seite: Wir benutzen wieder die Isomorphie
* * 1 . * dt 1
Dy ~R{y x Dy mit dyx = v X dax

Sie liefert fir die linke Seite

Dl /D* t 0 t

Nach Satz 23 ist dies gleich
> dt
[ roT
0 t

Rechte Seite: (O oo) x [T oy ist ein Fundamentalbereich fiir I modulo Q" . Daher ist,
weil H A fo* |m‘ =1,

/ F(2P|Na|)djz = / PN
1/Q*

1 [ dt dt? dt
:f/ F(t|Nz|)— weil — =2—
2 Jo t 2 t

1 [ dt dt
=- / F(t)— weil — invariant
2 Jo t t

Vergleicht man rechte und linke Seite, so sieht man

/ wA:2
Ga/Gq

Bemerkung: Wir haben |, Ga/GoWA = 2 bewiesen fiir anisotrope Formen vom Typ
< —a,—b,ab > . Aber jede Form 1st Vielfaches einer solchen:

@103 | - a3 a3 ‘13
as a2’ a1’ ajaz

Satz 24.

<ai,az,az3 >=
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18. Die Zetafunktion einer quadratischen Form

Die in diesem Kapitel ausgefiihrte Berechnung der Tamagawazahl der speziellen ortho-
gonalen Gruppe ist den Abschnitten 4.4 und 4.5 von [W2] entnommen.

Wir denken uns die quadratische Form F' auf Diagonalgestalt gebracht:

F(x) :Zaixf, a; €Q, a; #0

i=1
Dann sei
V*={zxeV|F(z)#0}, also
Vi={zxeVy|F(x)el}
Vo, ={z Vo, [[F(z)]p =1}

driA..... Adz, ist eine Differentialform hochsten Grades und # 0 auf V*. Um daraus
ein Tamagawa-Mafl auf V; abzuleiten, miissen wir zuerst berechnen

/ dry....dx, =1 —/ dzry.....dz,
Ve |F(z)|<1

°p

Die Anzahl der isotropen Vektoren mod p ist nach Kapitel 10, wenn alle |a;| =1 sind,

(1) _ [t -1 ’ wenn n ungerade
"Lt +n)(p? —n) wenn n gerade
wobei p # 2 und
(—1)% det V)
b
Beachte, daf in dem Integral iber {|F(x)| < 1} alle Vektoren z mit F(x) = 0 mod p

mitzuzahlen sind, also auch z = 0, der bei den isotropen Vektoren nicht mitgezahlt war.
Dann folgt aus (1)

n=(

1—p! wenn n ungerade
2 = n
) v duy....dn { (1—p H(1—np~%) wenn n gerade
°p
Dies zeigt: A, := (1 —p~!)~! ist ein System von Konvergenzfaktoren. Wir bezeich-
nen d'z das von der Differentialform dz; A ..... A dz, und den Konvergenzfaktoren A,

abgeleitete Tamagawa-Maf.

Satz 25. Fiir jede Standardfunktion ® auf V4 und n > 3, Re s > 0 existiert das
Integral

/ |F(2)|°®(z) d'x
Vi

( Nach Definition von V} ist F(x) ein Idel, |F(x)|® ist also wohldefiniert)
Beweis: Nach Definition ist das Integral gleich

in ] | F@Ee @ ] / IF@2 ) dy

vES PES
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Zu zeigen ist

1. Alle Integrale existieren
2. Das HMZS li'onyergiert
3. Der limg existiert

1. ist klar

2. Nach Definition ist [F(z)[, = 1 auf V', und fiir geniigend grofie S ist @, die
Indikatorfunktion von V, . Daher sind im Hpes alle Integranden gleich 1, wenn S
grof} genug ist. Nach (2) konvergiert das Produkt absolut, wenn n > 3.

3. So enthalte alle Primteiler von 2det F' sowie oo und alle p, fiir die ®, nicht die
Indikatorfunktion von M, :=V, ist. Fiir alle p ¢ So ist

/’* |F ()| ®, (x)d 2, = /M F() ',

P

Wir setzen z = p¥z mit primitivem z € M,,. Die Menge der primitiven Vektoren von
M, sei My . Dann ist

/ F(@)*d'z, = Zp*“s / F(2)'p " d 2,

M, 2EM};
=3 pms / F()[d 2
pn=0 »

Das letzte Integral ist

|F(2)|°d 2, = p_”s/ dz _”S/ / ]
/,* - Z Fe)=p—r Z F(z)l<p  JIF()|<p—v—1

Sei N, die Anzahl der mod p” verschiedenen z € M; mit F(z) =0 mod p”.

Behauptung: Fiir v > 1 ist N,y =p" !N, .

Beweis: Sei ¥ > 1 und F(z) =0 mod p”. Dann ist F(z+ p“u) = F(z) + 2p¥(z,u) mod
p’T1. Da z primitiv, gibt es zu jedem 3 € 0, genau p"~! mod p verschiedene u mit
(z,u) = Smod p. Da p# 2, gibt es also zu z € M, mit F(z) =0 mod p” genau p"~!
mod p’+1 verschiedene z + p“u mit F(z 4 p“u) = 0 mod p**!. Daher

N1 = p" "IN, und schrittweise N, = p("_l)(”_l)Nl

Bei den Summanden mit v > 1 erhélt man
pfl/S [Nypfz/n 7 NV+1p7(u+1)n] _ pfus Lp(nfl)(ufl)fun 7p(n71)l/7(1/+1)n]N1

— (p _ 1)p—u(s+1) . p—an

Fir v =0 ist
dz, — / dzp=1—p™ = Nyp"
M z€M} | F(2)|<1
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Summiert man iiber v, so erhélt man

—s—1

p
1—p~

—n p—s -1

1—p " =Nip "+ Nip "(p—1) T_p 1

—=1-p "+ Nip

N, ist die Anzahl der isotropen Vektoren mod p. Setzt man die dafiir in (1) angegebenen
Werte ein, beriicksichtigt die Konvergenzfaktoren A, und multipliziert noch mit der

Summe
= 1— p—2s—n

so erhélt man: Fiir fast alle p ist

1-p~"—*

T D =)
F@))P®,(x)d 'z, = -3
| iF@re, e, ot e gerade

(1*17*5*1)(1*77173’7)

wenn n ungerade

Das beweist Satz 25, denn das Produkt Hp dieser Faktoren konvergiert absolut fiir
Res>0 und n>3.

Definition:

Z(s,®) = / |F(2)|*®(2)d

A

Die Formeln aus dem Beweis von Satz 25 erlauben es, das Residuum von Z(s, ®) an der
Stelle s = 0 auszurechnen: Ist S so grof3, dafl pt2det ' und ®, die Indikatorfunktion
von M, ist fiir p ¢ S, dann ist fiir ungerades n

—Ss5—n

O | ) B | e e T

veS pgS
fvp* |F ()], @p(x)d C(s+1)¢(2s+n)
Zoo - H (I—p s ) (1—p s 1) 1(1—p2s-n)-1 ' C(s+n)

peS

mit Z,, = fVoo |F(2)|5,Poo(x)d' 2 Das erste Produkt hat nur endlich viele Fakoren
und ist damit eine stetige Funktion von s in Res > 0. Sein Grenzwert fiir s — 0 ist
eingedenk von d'z, = (1 —p~!)~ldz, gleich [les fv r)dz, (die Menge V,\ V'
tragt zum Integral nichts bc1) Dadurch wird, weil die Rlcmannschc Zetafunktion an der
Stelle 1 das Residuum 1 hat,

hm sZ(s,®@) H/ v(z)dz,

veS

Fir p ¢ S ist nun aber ®, = 1p;, und damit [, ®,(z)dr, = 1. Diese Faktoren
koénnen wir also dem Produkt einfach hinzufiigen und erhalten

3) lim 82(s, @) = /VA (z)dz s = B(0)
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Fiir gerades n stellen wir dieselbe Uberlegung an und erhalten in dem Produkt ng ¢ die
W, wobei L(s,n) die L-Reihe zum Dirichletcharakter

L(5m)
n= ((_lﬁ#) ist. Man findet wieder die Formel (3) fir das Residuum.

Eulerfaktoren von

Verfeinerung dieser Zetafunktion: Sei S eine endliche Menge von Primstellen,
welche 2 und oo enthélt. Man setzt

Hg =1 H o,={rell|z, € Q:? fiir v € S und wy(z,) gerade fiir p ¢ S}
PES
Hg ist eine Untergruppe von I .
Lemma 1. (I: HsQ*) = 2!l
Beweis: Wir erinnern daran, dafl I eine direkte Zerlegung besitzt:

I=Q" (RY, x H o;xHo;)

pES (pF#o0) pgS

(Q" und die Klammer treffen sich nur in 1 ). Und darin ist

HsQ =Q - (R x [ o3>x][]ep)

pe€S(p#oo) PE€S

Das zeigt
I/HsQ* ~ [ o3/0;
pES(pF#00)
Da die Quadrate in der Einheitengruppe eine Untergruppe vom Index 2 bilden, falls

p # 2, und vom Index 4, wenn p = 2, und da 2 € S und oo € S, hat diese Gruppe
gerade die Ordnung 25!,

Lemma 2. Sei A ein Charakter von I, der auf HsQ* gleich 1 ist. Dann gehort zu A
ein Dirichlet Charakter x auf Z. Wenn X # 1, dann ist auch x # 1.

Beweis: Sei ¢, die Einbettung
xe (1., Lz 1, ... )

von Q) in I und A\, = Aoy, . Fir ein festes Idel = = (z,), ist dann A,(zp) =1 fir
fast alle p und A(x) =[], Ao(xy) -
Fiir p ¢ S ist \p(0y) =1, das heifit, fiir z € Q, héngt A,(x) nur von [z[, ab:

Ap(@) = |7

Nebenbei bemerkt sind alle diese Werte gleich +1, weil A(I?) = 1. Wir setzen p''» = ¢, .
Wenn A\, = 1, dann setzen wir

) =1

m_mo_{]_[pesp wenn Az(o o

*
2
4Hpesp wenn Ao (03

104



Wenn A, # 1, dann setzen wir
m=00-myg

Nach Konvention bedeutet dann fiir a,b € Z
99T (a,m) =1, daB g¢gT(a,mp) =1 und a > 0 wenn m = oo - mg

und
a = bmod m, dafl a = b mod mg und ab > 0 wenn m = oo - myg

Man definiert den Charakter x fiir zu m teilerfremde a € Z durch

v(@) =[] M@

veES

Dann gilt
1. Fir Primzahlen p ¢ S (das heiit pftm )

X0) =[] 2@ =A0) - M) =6

veS

weil A(Q") =1 und M\(p)=1 fir ¢S, ¢#p.
2. x(ab) = x(a)x(b), weil dasselbe fir A und alle A, gilt.

3. Seien a,b teilerfremd zu m und @ = bmod m. Wenn oo|m, dann bedeutet das
ab >0, also Aeo(a) = Aso(b) . Sei r eine Primzahl in S. Aus a =bmod r (bzw. mod
4r , wenn r = 2) folgt, dal @ und b zur selben Quadratklasse in o) gehoéren. Dann ist
Ar(a) = A (b) . Das zeigt

a =bmodm = x(a) = x(b)

Damit ist bewiesen, dal x ein Dirichlet Charakter mod m ist. (m ist nicht notwendig
der kleinste Erklarungsmodul, aber das schadet nicht.)

Nun betrachten wir zu jedem Charakter A von I mit A(HgQ") =1

Z(s,®,)\) ::/* |F(x)[*X(z)®(x)d x

A

(Das Integral existiert (fir Res > 0); man hat ja nur die integrierbare Funktion
|F'(x)|*®(x) mit einer stetigen Funktion vom Betrag 1 multipliziert). Die lokalen Fak-
toren fiir p € S sind

[F(@)[pAp (F (2))®p(2)d 2y =/V* |F ()" @y (2)d 2y

Zs.00 = |

vy

Wir brauchen in den alten Formeln fiir die lokalen Integrale nur s durch s+ it, zu
ersetzen und erhalten fiir p ¢ S und ungerade n

1 7p7nfsfitp 1—¢ p,n,S
Z @ )\ = - - = p
p(s, P, ) (1 — p——ito=1)(1 — p=2CFit)=n) ~ (1 —epo-1)(1—p2-7)
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Dies sind die Eulerfaktoren zu

L(s+1,x)¢(2s 4+ n)
L(s+n,x)

Fiir gerades n erhélt man unter Benutzung der alten Formeln

n

1—mp2
(1—eps1)(1 - Epp_s_%)

Zp(s,®,\) =

Das sind die Eulerfaktoren von

Da die L -Funktionen zu Charakteren # 1 an der Stelle 1 holomorph sind, liefern die
Z(s,®,\) mit A # 1 keinen Beitrag zum Residuum an der Stelle 0, und daher ist, wenn
man iiber alle Charaktere A\ summiert, die auf HgQ" gleich 1 sind,

TeSs=0 Z Z(s,®,\) = d(0)
A

Nach den bekannten Charakterrelationen und der Berechnung des Index (I : HsQ™) in
Lemma 1 ist

sonst

Z/\(x) _ {25 wenn z € HgQ*
By

Also ist

S 2(s,,0) = 219 / |F(2)|®(2)d

A\ F(x)eHsQ*

HsQ* ist die Vereinigung aller Hgp mit p € Q*, und weil HgNQ* = Q*?, erhélt man
eine disjunkte Vereinigung, wenn man p mod Q*? laufen 1i8t, und

/F(x)EHs@* a Z ~/F($)EHSP

pEQ*/Q*2

Das Ergebnis ist
Satz 26. Die Funktion
Zs) = > |F(2)*®(@)ds
pe(@*/@*z F(x)eHsp

ist holomorph fiir Res > 0 und hat an der Stelle s =0 das Residuum 27151&(0) .

Jetzt wird die Gruppe G4 ins Spiel gebracht: Die Gruppe G x GL(1) operiert auf V
vermoge = — Xat, (X € G,t € GL(1)). Wir sahen bereits, dal {1} Konvergenz-
faktoren fir G4 sind, und {Aeo = 1, A, = (1 — %)_1} fiir die Idelgruppe I. Wir

106



bezeichnen mit w, das Tamagawa-Mafl von G4 und setzen [], /\v(%)v = d*t. Dann
ist wad*t ein rechts- und linksinvariantes Mafl auf G4 x I. Sei e € Vg fest und
F(e) = p # 0. Der Stabilisator g von e in G ist die spezielle orthogonale Gruppe von
e, sein Tamagawa-Mafl w4 ist ebenfalls rechts und links invariant. Deshalb konnen
wir wie in Kapitel 7 auf dem homogenen Raum G4/ga integrieren. Dieser ist vermoge
x <> Xe die Sphéire Y4 = {x € V4 | F(z) = p} (sieche Kapitel 4 ). Auf der Sphére ¥
ist nach Lemma 1, Seite 121 fiir alle 4, j

sdxy A o Ndxy, _ (_1)j dxy A ... ffoo Ndxy

;T a; T

(1) =

eine G -invariante Differentialform, und die Sphéire hat Konvergenzfaktoren {1}. Sei
14 das davon abgeleitete Mafl auf ¥ 4. Die Differentialform 1) ist bis auf einen ratio-
nalen Faktor bestimmt, und daher ist wegen der Produktformel w4 = ©a%4 . In dem
Diagramm

integrieren wir einmal links herum und einmal rechts herum.
Rechts:

/ |t|25T D (X et)wa (X)d*t = / |25 / B(XYet)oa(Y)a(Xe)d t
GaxI/gox{1} BaxI ga/g0

®(XYet) = ®(Xet) héngt von Y € ga gar nicht ab, und nach Induktionsannahme
(die wir ab Dimension 3 benutzen kénnen, wir miissen also in unserer Rechnung n > 4
annehmen) ist ng Jgo @A = 2. Also erhilt man

2-/ 24D () ()"
ZAXI

Links:
Das gesamte Integral ist

/ > tr 2T ® (X oetT)wa (X )d*t
Ga/Gox1/Q* 0€Gq,0 mod gg,7€Q*

Wegen der Produktformel ist |7| = 1. Lauft nun o durch Gg modulo gg und 7 durch
Q*, so lauft ger zweimal durch die Vektoren ¢ € Vo mit F(¢) € Q**p (fiir jedes &
mit F(§) #0 gibt es 0 € Gg mit 0§ = —€ € Q*¢) . Daher ist die innere Summe

=2 > (X Et)

£V, F(6)€Q*2p
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Durch Vergleich der beiden Integrationswege erhalten wir

(4) /GA/G@XI/Q)* |t|23+n Z CI)(Xft)wA(X)d*t — / |t|2s+n®(1't)’¢,4(x)d*t

€€V, F(£)€Q*2p BaxI

Im néchsten Abschnitt berechnen wir die lokalen Faktoren des rechten Integrals, was
gleichzeitig die Existenz der obigen Integrale beweist.

Die lokalen Faktoren sind die Integrale
/ 2, (1 by ()"
3p X Q;‘;

Wir rechnen sie aus fiir die p, die nicht in 2det F' aufgehen und fiir die ®, die Indika-
torfunktion von M, ist:

(z,t) w (tz,t) ist eine Bijektion von X, x Q, = {(z,t) | F(z) = p, t € Q,} auf
{(y,t) | Fy) = t?p, t € Qy}. Dabei ist ¢,(y)d*t, = |ty 2¢,(2)d*t, . Also ist das
Integral =:1I, =

4224, (y)d"t
/yGMp,tGQ;F(y)—PtQ g : :

Wir setzen y = p*z mit primitivem z in M, und ¢ = p#r mit |r| = 1. Dann ist
d*t, =d*rp. Sei p=p“u mit |u|=1.

F(y) = pt* <= F(2) = p~*p up*r?

Wegen F(z) € 0, ist a+2u—2X >0, und es ist ¥,(y) = p~*"=2)4,(2) . Damit spaltet
sich des Integral I, auf in die Summe

L= Y  prrEpind / Yp(2)d 1y

0<2A<at2p 2EMy, F(z)=pat2n=2Aur?

In dem Integral iiber z und r kann man z durch %z ersetzen, ohne dafl sich ¢, (2)

dndert. Danach hangt das Integral iiber z gar nicht mehr von r ab, und das Integral
iber r ist gleich 1. So wird schlielich

Ip _ Z pfu(25+2)p7)\(n72) / wp(z)

0<2A<at2p €M, F(z)=pat2n=22u

Das Integral ist = p~ (1) mal Anzahl N der mod p verschiedenen z € M, mit
F(z) = p*+2#=22y mod p, némlich:

Fir c € o, gilt

Un(2) = / NE
/ZGM;,F(Z)_C P( ) Z z=b mod p,F(z)=c P( )

beMpy, F(b)=c,bmod p
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Fir b € M ist mindestens eine Koordinate Einheit, etwa 01. Fir z = bmod p ist
dann auch |z1], =1 und ¢p(2) = (d22....dzy)p . Schreibt man z =b+py mit y € M, ,
so ist

F(z) =c < 2p(b,y) + p°F(y) = 0 < 2a1b1y; + paryi = —QZaibiyi —pz a;y; =: ard
=2 i=2

Diese Gleichung hat zu vorgegebenen ys,...,y, € 0, genau eine Losung y; € o, ; denn
flir
fly) = 2b1y +pyi —d

gilt
F(50) = 0 mod
—)=0mo
2b, b
und
(=) £ 0 mod
2, P
Nach Hensel gibt es eine Losung y; = % ,alsoin 0, . Die Summe der beiden Nullstellen
von f ist = —% ¢ 0, , also ist die andere Nullstelle nicht in o0, . Daher kann man auf
{z =bmod p, F(z) = ¢} die Koordinaten ys, ....,y, als Parameter benutzen. Auflerdem

kann man jede Restklasse b mod p mit b € M7 und F (b) = ¢ mod p durch einen Vektor
b mit F(b) = c vertreten. Mit (dzs.....dz,), = p~ "~V (dys.....dy,), wird

Up(z) = > p N =N.p (D

beM, b mod p, F(b)=pat2r—2ry

/ZEM; JF(z)=pot2r—22y

wie behauptet. Fiir diese Anzahl N miissen wir vier Félle unterscheiden. Die angegebe-
nen Werte stammen aus Kapitel 10, Seite 60.

1. a+2p—2X2=0 und n gerade.

" —1)% det F
N=p" ! —ep2! mit6:(7( )% de )
p
2. a+2p—2X=0 und n ungerade.
(—=1)* = udet F

N=p" 14 e'p%1 mit € = (

3. a+2u—2XA>0 und n gerade



Wenn « ungerade ist, dann kommen in der Summe nur Summanden vom Typ 3 oder 4
vor. Die Summe ist dann

Z pfp,(2s+2)p7)\(n72) _
0<A< e 4

p(afl)(erl)
(1 _ p—23—2)(1 _ p—n—QS)

Wir erhalten

(5) (1—p 2 21— p 2 ). 1, = P DAY (1 (D))

wenn « ungerade und n ungerade

(6) (1—p 2 )1 —p 2 I, =ple Ve (1 —p8) (1 +epE7Y)

wenn « ungerade und n gerade. Ist hingegen a gerade, so gibt es in der Summe den
Anfangsterm mit 2\ = a + 2. Die zugehorige Teilsumme ist

a(s+1)
—u(2542), —A(n—2 p
§ : n( ) A( )

1— p—23—n
0<2A=a+2pn

Die restliche Teilsumme ist

Z pfu(25+2)p7)\(n72) _
0<2A<a+2u

p(a72)(s+1)
(1 _ p—23—2)(1 _ p—QS—n)

Multipliziert man die erste Summe mit N und die zweite mit Ny und fafit alles zusam-
men, so erhalt man

(M A=p ) =p ) L= p T L T (1 - p )
wenn « gerade und n ungerade Wenn n gerade ist, macht man dasselbe und erhalt
(8) A—p 2 )1 —p 2" L, =p (1 —ep 2) 1+ ep 527

wenn « gerade und n gerade

Diese Formeln zeigen zunéchst, dafl das Produkt iiber alle p fiir Re s > 0 konvergiert
(wir haben n > 4). Damit existiert das rechte Integral in (4). Wir wiirden nun in
Anbetracht von (4) gerne das Ganze noch iiber p € Q*/Q** summieren. Um die Kon-
vergenz dieser Summe zu beweisen, vergleichen wir sie gliedweise mit der als konvergent
erkannten Summe in Satz 26. Diese war

(4) $ / F(2)*®(z)d'x
pEQ*/Q*2 F(a:)EHSP

Und nun wollen wir die Konvergenz von

(B) > 2D (t) o4 () d "t

peqr/qr2 /Z(P)axT
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einsehen. Dabei ist X(p) die Sphéire F(z)=p.

In den Integralen (B) rechnen wir die Differentialform um: Mit y = ta ist

dyy A oo Adyy = (21dt +tday) A oo A (2pdt + tda,) =770 agday A Adte... Ady,
=1

(weil drq A ..... Adz, =0 wegen > a;x? = const)

dxy A oo fo ANdzy
=" 1dt/\z 220 - A Tn gt =l Ay

Q;T;

Sodann schreiben wir die Integrale in (A) und (B) als unendliche Produkte (fiir geniigend
grofie S') hin:

(4) II / |F(x) 3@y (x)d'z, - [] / P ()3 d
ves / F@)€pQy? pgs J TEMy, F(2)€pQ;2 03

LaBt man in den Integralen (B) das Paar (z,t) durch X(p), x Q; laufen, so lauft y = tx
genau zweimal durch die Menge F(y) € pQ**. Daher erhalten wir in (B), indem wir
Ya(x)d*t durch |p~tt~"|d'y ersetzen

) I 2 /F Pl F W) @)y [T 2 / P F @)

vES (y)€pQ;? pgS yEMp, F(y)€pQy?

Die Faktoren |p|, in (B) lassen wir weg, weil ihr Produkt iiber alle v gleich 1 ist
(p € Q). Danach unterscheiden sich die Faktoren fir v € S in (A) und (B) um den
Fakor 2. Teilt man (A) durch (B), so erhilt man also 27/%l mal den Quotienten fiir
p & S. Diese Quotienten sind

gl @l [ (@)}
z€My,,F(x)epQ;2os €M, F(z)€pQs2

Fiir p ¢ S ist o, Vereinigung von zwei Quadratklassen (weil 2 € ). Ist ¢ eine Einheit
in o, , die nicht Quadrat ist, so ist der Zéhler in diesem Ausdruck gleich der Summe der
iber F(z) € p(@;;2 und F'(z) € dezz erstreckten Integrale. Ist n gerade, so sind nach
den Formeln (5) bis (8) diese beiden Integrale gleich, und der Beitrag der Stelle p zum
Quotienten % ist gleich 1. Ist jedoch n ungerade (und « = 0, was fiir fast alle p der
Fall ist), dann liefert p nach den Formeln (5) bis (8) zum Quotienten 4 den Beitrag

(1= p= ) (Lt dp= 7 272) o (L 2 ) (1 = =T 2)
2(1+ep T ) (1 - ep~ T 7272

1— p—n—l—Qs B
= _n—1 n—1 N O(p) !
(I+ep~2 )1 —ep 2 )
mit ¢ = +1. Fiirreelle a >b>0gilt 1 —p?<1—p *<1l4+p?<1+4+p?, und
indem man ¢ =1 und ¢ = —1 getrennt diskutiert, findet man, daf} fiir reelle s > 0 in

beiden Fallen » »
l-p77 <O(p) <l4+p =
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Man setzt A(S) = Hpgs(l—p_%l) und p(S) = [[,gs(1 +p~"7 ). Da n >4 und hier

aber ungerade, ist "T_l > 2, und diese Produkte konvergieren. Aus % = 2lSI Hp O(p)

erhélt man

B
0 < 28Ix(8) < - < 21u(S)

Rufen wir die Abhéngigkeit von p in Erinnerung: A = A(p), B = B(p). Fir reelle
s> 0 und alle p € Q" haben wir

0 < A(S)21%1A(p) < B(p) < p(5)2°1A(p)

Aus der absoluten Konvergenz von p A(p) folgt hiermit die absolute Konvergenz
von Y. B(p) fir reelle s > 0 und damit in der Halbebene Re s > 0. Damit ist
auch »  B(p) eine dort holomorphe Funktion. Da } A(p) an der Stelle s = 0 das

Residuum 27151$(0) hat, liegt das Residuum von >, B(p) zwischen A(S)®(0) und
1(S)®(0) . Wenn man S groB genug nimmt, dann liegen A(S) und x(S) beliebig nahe
an 1. Es folgt

Satz 27.

> L1257 ® (wt)ep 4 (@) d*t

peqr/qr2 /=P axI

und damit nach (4) die Summe

/ 2 Y (X Ewa(X)d't
GA/GQXI/Q* F

pEQ* /Q*2 (6)epQ*?

ist eine holomorphe Funktion von s in Re s > 0, und ihr Residuum an der Stelle s =0
ist ®(0) .

In Satz 27 wollen wir Summe und Integral vertauschen: Durch Zerlegung in Positiv-
und Negativteil konnen wir annehmen, dafl ® > 0. Nach den obigen Betrachtungen
existieren

Hy(X.t)= >, [*""e(xe
£EVy, F(§)€pQ?

/ H (X, Owa(X)d*t = T,
Ga/Gox1/Q*

und

2.

pEQ*/Q*?
Aus den definierenden Eigenschaften der Standardfunktion ® folgt, daf3

K(X,t):= > Hy(X,1)
p€Q*/Q*2

auf jedem Kompaktum C C G4/Gg x I/Q" absolut und gleichméBig konvergiert. Also
ist
/ K(X, Hwa(X)d*t = Z/ H,(X,t) < Z/Hp => J, <
© p 7€ P P
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Also existiert das Supremum tiber C' der linken Seite, und dieses ist nach Definition das
JK(X,t).

Nun vertauschen wir in Satz 27 Summe und Integral. Dann entsteht unter dem Integral
die Summe
Z ®(XEt), und wir erhalten
£€Vg,£#0

Satz 28 .

Z(s,®) := / |25 Z Q(XEt)wa(X)d t
Ga/GoxI/Q £EVQ,F(€)#0
ist eine holomorphe Funktion von s in Re s > 0, und ihr Residuum an der Stelle s =0

ist &(0).

Analytische Fortsetzung: Fiir ¢ € (0,00) setzt man

1 wennt>1
fft)=<0 wennt<1
% wenn t =1

und f~(t) = f(1) =1 - f*(t). Dann zerlegt man Z(s,®) = Z*(s,®) + Z(s,®) mit

z+<s,q>):/ FHADIE S (Xet) wa(X)d't
Ga/Gax I/ F(§)#0

und Z~ entsprechend mit f~ statt f' . Das urspriingliche Integral Z war konvergent
fir Re s > 0, also ist auch Z7T fiir Re s > 0 konvergent. Nun konvergiert aber das
Integral Z+ umso besser. je kleiner Res ist. Es liefert die holomorphe Fortsetzung von
Z7T auf die ganze s-Ebene.

Das Integral Z— (s, ®) formen wir um : Wir benutzen jetzt, dafl F anisotrop ist. Dann

18t
Y o(XEt)=—-2(0) + Y B(XEL)
F(§)#0 £eVp
Auf die Summe wenden wir die Poisson’sche Summenformel an. Zur Identifizierung von
V4 mit seiner Charaktergruppe benutzen wir die gegebene quadratische Form auf V|
fir =,y € V4 ist also
<,y >=x((z,y)) = x(a'Cy)
wenn C' die Gram-Matrix der quadratischen Form F' ist ( F(z) = 2/Cz). Fir X € G
ist dann
< Xz,y >=< z,X 'y >, und die Fouriertransformierte von ¥(z) := ®(Xuzt) ist

T(y) = / O(Xat) <z,y>dr = |t|7"/ B(z) < X2ty > dz( weil det X = 1)
VA VA

- |t\‘"/ B(2) < 2 Xyt™' > dz = [t D(Xyt)
Va
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Dies setzen wir in Z~ ein:

7 (s,®) =

/ £ {=D(0) + [¢] 7" D(0) + (7" > S(Xnt ™)} wa(X)d"t
Ga/GoxI/Q* n#0

Fir den ersten Summanden finden wir
00 [ wn [ (e
Ga/Go /g
Nun ist I/Q" =~ (0,00) x [], 05, und [,. d*t, = 1. Dadurch wird

1
dt 1
[ e = [
1/Q* 0 t 25s+n

analog fiir den zweiten Summanden mit 2s statt 2s +n.

Jan)c, wa ist die Tamagawa-Zahl 7(G). So wird

(0) (0 - 2N " (X!
_ 20 20), S DI D2 @ (Xt wa(X)d't
o+ o } . [t])¢] ;} ( ) )

Z"(s,®) =7(GN

Das Integral wird durch die Substitution ¢~ % , bei der d*t invariant bleibt, zu

/ PO S (X nthwa(X)dt
GA/GQXI/Q* 7I750

Der letzte Summand ist der Plusteil der Zetafunktion Z zur Standardfunktion ® an der

Stelle —s — 5 . Wie gesehen, ist dies eine in der ganzen s-Ebene holomorphe Funktion
von s. Ergebnis:

Z(5,®) = 21 (5,®) + ZH(—s5 —

SIE
\y-e4/>
+
ﬁ
e

Mit Hilfe von Satz 28 lesen wir hieraus ab

Satz 29. Die Tamagawa-Zahl der speziellen orthogonalen Gruppe einer quadratischen
Form in n > 3 Variablen iiber Q ist gleich 2.

Wir haben den Satz nur fiir anisotrope Formen bewiesen. Will man ihn allgemein be-
weisen, so mufl man auflerdem die Sphére vom Radius 0 beriicksichtigen. Im Diagramm
(D) mufl man dafiir statt e auch isotrope Vektoren zulassen. Deren Stabilisator ist
aber nicht eine orthogonale Gruppe in einer Dimension weniger, sondern das semidirekte
Produkt aus einem (n — 2) -dimensionalen Vektorraum und einer orthogonalen Gruppe
in zwei Dimensionen weniger. Deshalb braucht man fiir den Induktionsschlufl die Ver-
ankerung in Dimension 3 und 4 (und zusétzliche Betrachtungen fiir das semidirekte
Produkt)
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19. Darstellung von Zahlen durch Formen

In Siegels Arbeit aus dem Jahre 1935 werden Darstellungen von Formen durch Formen
betrachtet, das heifit es werden die X = X, ,, mod p* gezihlt, fiir die X’SX = T mod
pF mit gegebenen S = Spn und T =T, ,, . Bei der Herstellung des Zusammenhanges
mit Tamagawa-Zahlen beschranken wir uns auf den Fall m = 1, das heifit die Darstellung
von Zahlen durch Formen, das ist interessant und schwierig genug. Und wir betrachten
(wie Siegel in der ersten Arbeit) positiv definite Formen.

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber Q mit einer positiv definiten quadratischen
Form (, ), n > 4 und ¢t > 0 eine ganze Zahl. M sei ein Gitter in V', und es
wird wie immer angenommen, dafl die Form auf M nur ganzzahlige Werte annimmt.
Wir betrachten Paare (x,M) wo z € M und (z,z) =t ist. Wir iibernehmen die
Bezeichnungen der fritheren Kapitel: G,Gq,Ga,Ga(M) usw.

Definition: (x,M) ~ (y,N) wenn es ® € G4 gibt mit &z =y und ®M = N. Fiir
festes (a, M) heiBt {(z,N) ~ (a, M)} das Geschlecht von (a,M).

Definition: (x,M) =~ (y,N) wenn es o0 € Gg gibt mit oo =y und oM = N. Fir
festes (a, M) heit {(z,N) =~ (a, M)} die Klasse von (a, M).

Unserem fritheren Sprachgebrauch entsprechend miifiten wir eigentlich von ”engerer
Klasse” reden, aber wir betrachten im Folgenden immer nur die Gruppe G und schenken
uns in diesem Kapitel das "enger”.

Wenn a,z € Vg und ® € G4 und ®a = z, dann gibt es, da n > 3, ein 0 € Gg mit
r =oa,und o~ 1® liegt im Stabilisator Stab(a)a . Die (z,N) ~ (a, M) werden also
gegeben in der Form (®a, ®M) mit & € GgpStab(a)a .

Lemma 1. Die Klassen im Geschlecht von (a,M) entsprechen umkehrbar eindeutig
den Doppelnebenklassen

Stab(a)g ¢ [Stab(a)a N Ga(M)] C Stab(a) 4
Beweis: Alle (z,N) ~ (a,M) sind von der Gestalt (c¢a,cpM) = (ca,c¢pM) mit
o € Gg und ¢ € Stab(a)a, und die Klasse von (ca,oc¢M) ist dieselbe wie die von
(a, M), also durch ¢ bestimmt. Dabei ist
(a,6M) =~ (a,yM) < es gibt 0 € Gg mit a = oa, YM = opM <

¢ € Stab(a)oyYGa(M) & ¢ € Stab(a)g ¥ [Ga(M) N Stab(a) 4]

Lemma 2. Sei (a, M) fest und ebenso M* . Die Anzahl der Paare (x, M*) ~ (a, M)

ist
_Jo wenn M* % M
T (G(M) : [G(M) N Stab(a)]) wenn M* ~ M
Beweis: Die erste Zeile ist klar. Zur zweiten: Wenn M* = o¢M , dann sind die

(x, M*) = (a,M) genau alle (ogpa,copM) mit p € G(M), und (ogp1a,c0p1 M) =
(oopaa, oopaM) < pytpa € G(M) N Stab(a) . Das beweist die zweite Zeile.
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Da Stab(a)g\Stab(a)a kompakt ist (Satz 3, Kapitel 4) und G4(M) offen (in G4 ) ist,
gibt es in Lemma 1 nur endlich viele Doppelnebenklassen. Sie mogen vertreten sein durch
U1y, ¥y . Es sel A(a, M, M*) die Anzahl der (z, M*) ~ (a,M). Aus Lemma 1 und

2 folgt
N

A(a, M, M*) = "{Anzahl der (x, M*) ~ (a,; M)}
j=1
N
= > (GM):[Staba) N Gl M)])
J=19;M~M*
Es kann natiirlich nur dann (x, M*) ~ (a, M) geben, wenn M* im Geschlecht von M
liegt. Wenn My, ....., M), Vertreter fiir die Klassen im Geschlecht von M sind (hier ist

h das hT aus Kapitel 13), dann muf} also M* zu einem der M; isomorph sein, damit
iberhaupt A(a, M, M*) # 0 ist. Wir benutzen die Formel fiir M) statt M*:

N
Ala, M,My)= Y (G($;M): [Stab(a) N G(v; M)
J=1,¢; M~Mj
_ i G(My)|

i1 B |Stab(a) N G(y; M)|

Summieren wir dies iiber k, so erhalten wir

h

A(a, M, My,) 1
(1) Z (G(My)] Z|smb (a) NG M)

denn jedes ;M ist zu genau einem M), isomorph.

Aus der Doppelnebenklassenzerlegung
Stab(a)a = UN, Stab(a)q ¢; [Stab(a)a N Ga(M)]

folgt

vol(Stab(a)g\Stab(a) Zvol (Stab(a)g\Stab(a)gy;[Stab(a)a N Ga(M)])

N
Z 1(Stab(a)g\Stab(a)g[Stab(a) s N Ga(;M)])
weil vol rechtsinvariant und ¥ja = a
N
Z ([Stab(a)g N G (v; M)]\[Stab(a) a NG (;M)]

( vergleiche den Homeomorphiesatz in Kapitel 7 )
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N
1
N ; |Stab(a)g N G(1; M) vol(Stab(a)a NG a(Y;M))

N
1
= vol(Stab(a)a O Ga(M)) ; |Stab(a)g N G(1; M)|

weil Ga(¥; M) N Stab(a)a innerhalb Stab(a)a zu Ga(M)N Stab(a)a konjugiert ist.

Am Anfang der Rechnung steht auf der linken Seite die Tamagawa-Zahl (= 2) von
Stab(a) , denn dieser ist die spezielle orthogonale Gruppe des (n—1 > 3) -dimensionalen
Raumes at ( n >4). Setzen wir das ein, so erhalten wir

2 3 1
vol(Stab(a)a N GA(M)) = |Stab(a)g N G(v; M)|

Vergleichen wir dies mit (1), so kommt

h
(2) ZACLMMk) 2

|G(My)|  wol(Ga(M) N Stab(a) 4)

=1

Sei ¥ die Sphére (z,z) =t. Auf ¥4 N My operiert die Gruppe Ga(M). Wir teilen
AN My in Bahnen:

YaNMy= U:=1GA(M)ZZ'
Weil die Bahnen G 4(M)z offen sind und ¥ 4N M, kompakt, sind es tatséchlich endlich

viele.

Lemma 3. Jede Bahn kann vertreten werden durch ein @,;ila:i , wo ®p, M = My, eines
der Gitter My, ....,My und z; € My, Iist.

Beweis: Sei z € ¥4N My gegeben. Da n > 4, stellt die quadratische Form jede positive
Zahl rational dar. Also gibt es = € Vg mit (z,2) = t. Dem Beweis von Lemma 1 in
Kapitel 4 entnimmt man, dafl G4 transitiv auf ¥4 operiert. Daher gibt es ® € G4 mit
x = ®z. Das Gitter ®M liegt im Geschlecht von M , ist also = 7M}, fiir ein 7 € Gg
und einen Klassenvertreter My . Schreibt man My = ®, M , so ist ‘I),:lr_lq) €Ga(M).
Wegen x € ®M = 7 M, ist y:= 7 tx € M), und

GA(M)z = GA(M)®, 77102 = Gu(M)®, ' 77 1e = GA(M)®, 'y

mit y € M}, . Damit haben wir einen Vertreter der gewiinschten Art gefunden.

Wir haben nun eine disjunkte Zerlegung
AN My =Uj_,Ga(M)®; '
mit gewissen k; und x; € My, .
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Sei nun My, irgendeiner der Klassenrepriasentanten und x € My mit (z,2) =¢. Dann
ist <I>,:1x € X AN My, liegt also in einer der Bahnen GA(M)CDI;%Z- , ist also ein @q),;lxi
mit ® € G4(M). Die Gleichungen

z =0 ®P; 'z; und My = &M = & OM = 0D, ' M,
setzen in Evidenz, dafl
(LE, Mk) ~ (xiv Mkl)

(und diese Aquivalenz hat statt fiir genau ein i). Bezeichnet A(t, M}) die Anzahl aller
x € My, mit (z,x) =1, so folgt

(3) A(t, My) = A(wi, My, My)
=1

Volumenberechnung: Die Sphare ¥ ist ein homogener Raum der speziellen orthogonalen
Gruppe G, der Stabilisator des Vektors a € ¥ ist die spezielle orthogonale Gruppe des
(n — 1) -dimensionalen Raumes a*. Wie in Kapitel 4 gesehen, ist auch die Abbildung
m:Ga — X4 surjektiv. Sei wa das Tamagawa-Mafl von Stab(a) und wie frither w4
das von G. Sei 94 das durch

F(X)wa(X) = / ( [3 o JXWEA0) B (X0)

Ga

bestimmte Mafl auf ¥4 (vgl Kapitel 7). Wir benutzen diese Formel, wenn f die Indika-
torfunktion der kompakten Untergruppe G4(M) ist. Dann steht auf der linken Seite das
Volumen von G4(M), und auf der rechten Seite ist das innere Integral iiber Stab(a)a
gleich 0, wenn es gar kein « € Stab(a)a gibt mit Xu € G4(M). Gibt es hingegen ein
solches, etwa Xug =@ € Ga(M), so gilt

Xu € Ga(M) < uy'u € Ga(M) N Stab(a)
und das innere Integral ist
/ F(Xuw)wa(u) :/ wa(u) = vol(Stab(a)a N G 4(M))
Stab(a) u€ug(Stab(a) ANG 4 (M))

Dabher ist
vol(G 4 (M)) = vol(Stab(a) s NGa(M)) - /EG o Pa(z)

Dies benutzen wir fiir die Paare x;, My, anstelle von a, M . Weil G4(My,) in G4 zu
G4(M) konjugiert ist (also beide dasselbe Volumen haben), erhalten wir

vol(Ga(M)) _ -
vol (Stab(x;)a NG a(My,)) /zeGA(Mki):ri vale)

Der Integrationsbereich Ga(My,)z; ist = @kiGA(M)qb,;lxi, und weil ¢ invariant

unter G ist (Beweis in Kapitel 20, Lemma 1) , ist das Integral auf der rechten Seite
= fzeGA(M)fb,;lxqz ¥a(z) . Die linke Seite ersetzen wir nach Gleichung (2) und erhalten

h

1 A CCZ,Mk Mk) /
—vol(Ga(M = Pa(z)
2 z:l |G (M})] 2€GA(M)®, e
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Summieren wir dies liber i, so erhalten wir auf der rechten Seite das Integral iiber
YAN My ,und auf der linken Seite taucht nach (3) die Darstellungszahl A(t, Mj) auf.

Das ergibt
t Mk 2 /
_ . Ya(z
Z \G(M, vol(GaA(M))  Js s A(2)

Die linke Seite ist das Ziel unserer Miihe, auf der rechten Seite wollen wir einen anderen
Ausdruck fiir das Integral finden.
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20. Berechnung des Integrals iiber die Sphare

Mit Hilfe einer Z-Basis vy, .....,v, von M identifizieren wir M mit Z™ und M, mit
o, . Ist A die Matrix der a;; := (v, v;), so ist die quadratische Form gegeben durch
' Az .

Lemma 1. 1) Auf {2'Az =t, (Azx);(Az); # 0} gilt
sdxy A Ao Ndxy, jd:tl/\.... feoeee Ny,

S N VR
2) Fir T € G und ¢(z) := W gilt
P(Tx) = ()

Beweis: Auf ’Az =t ist Zu,u aupxydr, = 0. Durch Multiplikation mit
dxy N oo fee ffooe Nz,

folgt hieraus 1). Weiter: Entsteht T;; aus T' durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte und ist 7' die Adjunkte von T, so ist

A(Tx)o Ao NA(T2) = Y det Tyjdai A foo Ny = (=1 Ejday A fu Ady,

j=1 Jj=1

- zijl(Aﬂﬂ)ﬂ/J(l“) = (T"Az)1y(z) = (ATz)19(w)

Das ist 2).

Sei @ eine invariante Differentialform hochsten Grades auf Stab(v) und w eine eben-
solche auf G'. @ l1afit sich zu einer invarianten Differentialform @ auf G fortsetzen. Sei
(v,v) =t und 7 die durch 7(X) = Xv definierte Abbildung von G auf die Sphére ¥ .
Dann ist @ A (¢ o) eine invariante Differentialform hochsten Grades auf G . Bis auf
einen rationalen Faktor v # 0 ist sie = w:
w="y0A (pom)

Bildet man zu den drei Differentialformen @,w und 1 die Tamagawa-MaBle (wir wissen
schon, daf} alle drei konvergent sind), so fillt wegen der Produktformel ~ wieder heraus.
Damit ist gerechtfertigt: Das im vorigen Kapitel benutzte 14 ist das Tamagawa-Mafl
zu der Differentialform aus Lemma 1.

Berechnung von | M0, U
Wir zerlegen den Integrationsbereich in Restklassen mod p* :
O S| e
M,N%, cEM,, ¢ Ac=t, ¢ mod pk x’ Ax=t, x=c mod pk
Sei ¢ € M, fest mit ¢ Ac=t. Fiir # = c+ pFz ist 2/Ar =t gleichbedeutend mit
1
2 Ac+ Epkz’Az =0

Man nehme b € M, so, da |b'Ac|, maximal ist, das heifit |0’ Ac|, > |2’ Ac|, fiir alle
z € M, . Dieses Maximum ist auf jeden Fall > |¢Ac|, = |t|, . Ein solches b ist primitiv,
daher gibt es ein Gitter N vom Rang n—1 mit M, = 0,0& N . Man schreibt z = Ab+u
mit u € N .
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Lemma 2. Wenn k > v,(2t?), dann gibt es zu jedem u € N genau ein \ € 0, mit
fu)::@b+uyAc+%p%Ab+uyAQb+u):o
Beweis: Geordnet nach Potenzen von A ist
fO) =uAc+ %pku’Au + [b' Ac + p"b' Au] - X + %pkb’Ab A2
Sei p=w,(b'Ac) Aus k>2p+1 folgt k > p, woraus |b'Ac + p*b/ Aul, = |b' Ac|, .

Nach Definition von b ist |u'Ac|, < |b'Ac|,. SchlieSlich ist nach Voraussetzung k —
vp(2) > p. Aus diesen drei Tatsachen folgt, daf

u Ac+ phu’ Au

Ao == b Ac + pkb Au
ganz, das heifit in o, ist. Offenbar gilt
(1) fo) = %pkb’Ab - A2 = 0 mod pF~»®
@) 0 (/M) = v BV Ab - g + [ Ac 1 pMY Au]) = p

Wenn k—wv,(2) > 2p+1 (was nach Voraussetzung im Lemma der Fall ist), dann sagt das
Hensel’sche Lemma, dafi f eine Nullstelle A\ = Ao mod p*~ >~ also in 0, besitzt.
Fir die andere Nullstelle X' von f gilt nach Vieta

2(b' Ac + p*b Au)

/—_
AN = AT

Zo0,, also X €o,

Das Lemma zeigt: Die z € M, mit z’Ac+ 3p"z’Az = 0 entsprechen umkehrbar ein-
deutig den u € N vermoge z = A\b+u , wobei A diein o, gelegene Nullstelle von f ist.
Auf der Menge {2’Ax =t, x = ¢ mod p*} konnen wir also u als Parameter benutzen.

Umrechnung der Differentialform: Sei b, ...., b, eine Basis von N und b; = b. Dann ist
b1,....,b, eine Basis von M, . Die aus den b; gebildete Matrix B ist also unimodular
und hat oE die Determinante 1.

Sind ey, ....,e, die Standard- Basisvektoren, so ist (Ac); = e;Ac, nach Definition von

b also |(Ac);|, < |b'Ac|, fiir alle ¢ und = fiir mindestens ein ¢. Ist etwa i =1, so

benutzen wir die Form
dxo A ... Ndz,

w - (Ax)l

aus Lemma 1. Ist 2 = cmod p¥, so ist (Az); = (Ac); mod p*, also [(Az)i|, =
|(Ac)1]p = [/ Aclp > |t]p , wenn k > vp(t) . Dann wird

1
Yp(z) = 7/ dzsy....dz,
/x’Aa:—t7 r=c mod p* |b/AC|P r’ Ax=t, x=c mod pF
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1 k(-
= pk-) dz....dz,
|b AC'P Z’AC+%kaIAZ:0,Z€02’

b war irgendein Vektor in M), , fiir den |V’ Ac|, maximal war. Das ist jetzt der Fall fiir
e1 statt b, also konnen wir b = ey setzen. Driicken wir v € N durch die Basis bo, ..., b,
aus, so haben wir

A+ bz + 0+ by
n Aob + +  Anban
d=Mu=+ > Nb = e ’
i=2 : :
Xobno + ...+ Apban
Daraus folgt
b22 e bgn
dzo A ... Ndz, = det dXa A ... Nd\,

bna ... bun

Weil det B =1, ist auch die Determinante dieser Teilmatrix = 1. Wir erhalten
—k(n—1)

p
Vp(x) = 7
/I’Ax_t, z=c mod p* v |b/AC|P

Dabei héngt b (und damit natiirlich auch |’ Ac, ) von ¢ ab.
Dies wollen wir in Zusammenhang bringen mit den Siegel’schen Darstellungszahlen
Apm(t,A) = Anzahl der z mod p™ mit 2’ Az = ¢ mod p™

Sei ¢ fest mit ¢/ Ac = t mod p™ und m > k. Wir zahlen die z mod p™ mit z’Ax =
t mod p™ , welche = ¢ mod p* sind. Diese setzen wir an in der Form z = ¢+ p*y und
zéhlen die ganzen y mod p™~* mit

d Ac+ 2% Ay + p*Fy' Ay = t mod p™

also
2¢' Ay + pFy’ Ay = 0 mod p™F

Wiéhlt man zu ¢ wieder b und N wie oben und schreibt y = Ab+ u, so muf
2¢ Au + p*u Au + 2[b' Ac + p"V Au] - X + pFb/ Ab - A2 = 0 mod p™*

sein. Nach Lemma 2 gibt es, wenn k > 2p+v,(2) , zu jedem u € N genau eine Nullstelle
Ao € 0, des Polynoms auf der linken Seite. Und A ist Nullstelle mod p™F genau dann
wenn

2(A — Xo)/ Ab = 0 mod p™~*

also

A = )\ mod pm_k_p_”P(Q)
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Wir haben p(»~1Dm=%) modulo p™~* verschiedene Moglichkeiten fiir v und fiir jedes
u nochmal pPt»(2) Moglichkeiten, bei festem c¢. Das ergibt

(1) Apm (t, A) = Z p(n—l)(m—k)+pc+vp(2)
¢ mod p¥, ¢/ Ac=t mod p™
wobei wir p. geschrieben haben, weil ja p von ¢ abhéngig ist. Vorher hatten wir

c mod pk, ¢’ Ac=t

Nun folgt wieder aus dem Hensel’schen Lemma, da man (wenn m grofl genug ist) jede
Restklasse ¢ mod p* mit ¢/ Ac =t mod p™ durch ein ¢ mit ¢/ Ac =t vertreten kann.
Dann liefert Vergleich von (1) und (2)

p—m(n—l)Apm (t,A) = pvp(Q)/ ¢p($)

M,N%,

Diese Gleichung zeigt, daB p~™(" DA, (¢, A) fiir groBe m von m unabhingig ist.
Nach Siegel (Formel (38), Seite 558) setzt man

ap = p "D A, A) fiir m >> 0

Das Ergebnis ist

o (3) = op  wenn p # 2
Mz, 30p Wenn p =2

Jetzt bleibt nur noch das Integral an der unendlichen Stelle fiir dieselbe Differentialform

auszurechnen, also das
/ dxs....dx,
z' Az=t |(AJ,‘)]_|

und hierin ist jetzt || der gewohnliche Absolutbetrag.

Da wir angenommen haben, dafl die Form positiv definit ist, gibt es T mit A = T'T .
Setzt man Tx =1y, soist y'y =t und

dys A oo Ndyn = Zdet(Tu)dzl A e o Ny,

=1

nach Lemma 1. Wegen 7 = (detT) -7~ und T'T = A ist
T=vVdetA-A7'T
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und

Zt“ Az); = (T'Azx), = (T'T'Tz), = (det T) - (Tx); = Vdet A -y

und

dys A ... Ndy, = Vdet A

Y1
dzo A ..... Adz,,
(A.Z’)l 2 v
Es folgt

/ oo () = (detA)—%/ dys....dy,
x' Ax=t et

Wir setzen noch y = v/t z und erhalten
n dzs....dz,
/ Yoolz) = (det A)~2 .ti—l./ G%2....0%n
x' Ax=t z'z=1
Etwas aufpassen beim Integrieren: Zu jedem (n — 1)-Tupel 2o,

e Zp mit Yo 22 <1
gehoren zwei Punkte im Integrationsbereich ! Dessen eingedenk erkennt man, dafl das
letzte Integral gleich der Oberfliche der Einheitskugel im R™ ist, also

Zusammen wird

/ Voo () = 2(det A) 431 T2
x/ Ax=t

Multipliziert man die fiir die Primzahlen p und fiir oo erhaltenen Ergebnisse, so erhalt
man (der Faktor 2 bei co und % bei p =2 heben sich gerade weg)

1 n Tf-%
Ya(z) = (det A)~ 2t o [ @
/zeMAmEA 5) H :
Wir erinnern an die Gleichung

th 9
Z GO0~ vl Galhl) /M vale)

Hierin ersetzen wir das Integral durch den soeben dafiir gefundenen Wert und entnehmen
2 i

vol GA (M) 2US Kapitel 13:

h

1
2 =7(G) =vol(Go\Ga) = ——— - vol(G 4 (M

( (Go\Ga) ;|G(Mk)| (Ga(M))

Dann erhalten wir die Siegel’sche Formel
k1 O] 3
M 1 n_
(3) Zilk (d tA) 2t2 1]-_‘(2)'1—[0(1,
k=1 |G(My)] 2
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Bemerkung: Nach Herleitung wird tiber die engeren Klassen im Geschlecht von M sum-
miert, und |G(Mjy)| ist die Anzahl der Automorphismen von M mit Determinante
+1. Sei O(Mjy) die Gruppe aller Automorphismen von M}, . Wir stellen dieselbe Be-
trachtung an wie in Kapitel 13:

1. Fall: Mj gestattet einen Automorphismus mit Determinante —1. Dann ist
|O(My)| = 2|G(M})| und die Klasse von M}, ist gleichzeitig die engere Klasse.

2. Fall: M) gestattet keinen solchen. Dann ist O(My) = G(My), und wenn o eine
beliebige orthogonale Transformation mit Determinante —1 von Vg ist, dann liegen
Mj, und oMj, in verschiedenen engeren Klassen. Sie stellen aber beide die Zahl ¢ gleich
oft dar und haben gleich viele Automorphismen. Daher

“CA® M) A(t, My) A(t,My)  Alt,oMy), A(t, My)
2 Ta0n] ~ 2 Toth] 2 ot * 10w 2, 2 o0

1.Fall 2.Fall Klassen

wobei zuletzt tatséchlich {iber die Klassen und nicht iiber die engeren Klassen summiert
wird. Das Gleiche passiert im Nenner der Formel (3). Das heifit, in der Siegel’schen
Formel &ndert sich gar nichts, wenn man gleichzeitig die Gruppen G(M}) durch die
Gruppen O(Mj}) ersetzt und tiiber die Klassen statt engeren Klassen summiert. Und so
ist die Formel auch in der Siegel’schen Atbeit gemeint.
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21. Beispiele

1. Quadratsummen: Fiir n < 8 ist nach Kapitel 14 das Geschlecht von Z™ einklas-
sig. Die Siegel’sche Formel liefert in diesem Falle Darstellungszahlen fiir das Gitter Z"
und nicht nur die iiber die Klassen im Geschlecht gemittelten Darstellungszahlen. Wir
berechnen die a, = p~™™~ YA, .(Z" t). Der Einfachheit halber nehmen wir zunichst
t quadratfrei und =1 mod 8.

p = 2: Mit Hensel genligt m = 3. Wegen ¢t = 1 mod 8 konnen wir die Ag(n,t) :=
Ag(Z™,t) aus Kapitel 14 iibernehmen.

n |2 3 4 5 6 T8
Ag(n,t) | 16 3-2° 20 5.29 3.218 7.215 9%
ay =273V Ag(n,t) | 2 2 1 2 3 z 1

pT2t: Diese A,(n,t) haben wir in Kapitel 10 berechnet:

pnl — (%)%p%’l wenn n gerade
pnl 4+ (@)pnTl wenn n ungerade
Die a,, sind die p~(»~1) _fachen davon.
plt: Sei m >1 und (¢,c) =5 c? =t mod p™, etwa =t + p™y mit vy € 0, . Dann ist
D (ei+pmyi)? =t+p"y+2p™ > ciy; mod p
Ist ¢ primitiv (i.e. nicht alle ¢; durch p teilbar), so gibt es genau p"~! modulo p
verschiedene Losungen y von 2> ¢;y; +v = Omod p. Zu jedem primitiven ¢ mit
c,c) = t mod p™ gehdren daher genau p"~! Losungen c¢* = ¢+ p™y mit (c¢*, c*) =
g g g Y
t mod p™*t. Ist nun m > 2, so folgt aus (c,c) =t mod p™ und p? ft automatisch,
dafl ¢ primitiv ist. Daher
(a) Apmsi(n,t) = p" ' Apm (n,t) wenn m > 2
Fir m =1 hat man sich auf die primitiven ¢ zu beschranken, das heifit

(b) Ap2(n,t) = p" 1. Anzahl Ay der ¢ mod p mit ¢ # 0 mod p und Z ¢? =t mod p

Wegen p|t ist die letzte Anzahl die Zahl der isotropen Vektoren mod p. Diese entnehmen
wir aus Kapitel 10 und erhalten aus (a) und (b)

ap = p—m(n—l)Apm (’I’L,t) — p—(n—l)A; _

p— (D). { (p2 — (%)%) (pe~1+ (%)%) wenn n gerade
P -1 wenn n ungerade
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Fiir gerades n setzen wir x(p) = (_71) und
n 1 wenn n = 0 mod 4
Xn(p) = x(p)* = (_71) wenn n = 2 mod 4
Fiir ungerades n setzen wir
(—-1)* ="t (_?t) wenn n = 3 mod 4
¥n(p) = ( P )= (3)  wennn =1mod 4
Fiir gerades n erhalten wir dann
[Tew =TI~ xa@p ) T~ xalple™ 5@+ xalp)p' ™)
p#2 pt2t plt
=10 =xa@p~2) - [T+ xnl@)p' %)
pF#2 plt
721 7 C(5) 7" I (14+p'~2) wenn n=0mod 4
L(%,x) -let(l—f—x( p)p'~3%)  wenn n=2mod 4
Fiir ungerades n wird
n—1
[Ter=TIC+vn@p =) T —p~ ")
p#£2 pt2t plt

(n—1)
- = . 1 — p—(n=1)
-115 wn< - ,@ )

pT2t
-1 1 _
— ( 7¢7L) . 1 — 2_(”_1) . C(TL — 1)

Wie eingangs bemerkt, ist das Geschlecht von Z" einklassig fir n < 8, und die

Siegel’sche Formel lautet jetzt
n IR | W%
A(Z" t) =t> -F(%)~Hap
P

Wir haben sie bewiesen fiir n > 4 (wir haben die Tamagawa-Zahl des Stabilisators eines

Vektors eingesetzt)
c (X9 - H Ay

n==4%:




] w

=16-[[(* + 1)

plt
Die Formeln fiir n =4 und 8 sind aus der Elementaren Zahlentheorie wohlbekannt.

Nun zu den ungeraden n :

A(Z0,t) =t -

3
t2
T2

=80

mit (p) = (%) fir pf2t (und =0 sonst)

AT =13 .

8

. Dies ist das zweite Beispiel in [S],Seite 569.

26

%1 -¢(6)7TL(3, )

s L(3.9)

3
mit ¢’ (p) = (%) fir pt2t.
Bemerkungen: 1. Die Voraussetzung ¢ = 1 mod 8 beriihrt nur o, und nicht die oy, fiir

p#2. Wenn ¢t = 3,5 oder 7mod 8, so finden wir fiir Ag(Z",t) fir n =4,5,6,7,8 die
Werte

t\n | 4 5 6 7 8
— | U
3 29 5.210  5.213  5.7.213 221

5 29 729 3.213 7215 221
7 29 5.210  5.213  37.213 221

Fiir n =5 zum Beispiel miissen wir in der Formel fiir A(Z°,t) nur den Faktor 80 durch
160 ersetzen, wenn t =3 oder 7 mod 8 ist und durch % -80 =112, wenn t =5 mod 8.
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2. In der Formel fiir A(Z° t) setzen wir t = 1. Offenbar ist A(Z° 1) = 2-6, und das
Produkt ist leer. Wir erhalten

3 3
2.6="°
8 L(3,x)
also
3
L(3,x) = a2 ( siehe auch Seite 78 )

Dies konnen wir in die Formel einsetzen und erhalten

A(Z8,t) =12 H(p2 + x(p)) wenn ¢ = 1 mod 8
plt

Aus der obigen Tabelle entnehmen wir ( weil x(p) = (*71) ): Fiir ungerade quadratfreie
t gilt
12 2+ (=1)) wennt=1mod 4
a8 1y = 4 22 el (5 ) =
20 [1,,(»* +(5")) wenn¢=3mod4

Diese Formel findet sich (als Summe {iber die Teiler von ¢ geschrieben) zum Beispel in
[H W], Seite 314.

Als letztes Beispiel zahlen wir im Gitter Fg die sogenannten Wurzeln, das sind die x
mit (z,2) =2.

Fiir alle p # 2 wird es 018, , und wir kénnen die o, von oben iibernehmen:
ozpzl—pf4 fiir p # 2
Fir p = 2 wird Fg nach Kapitel 14 direkte Summe von vier hyperbolischen Gittern.

Wir missen bestimmen
4

{(A1y ey Ay i1y veeprg) mod 2 | 22)\iui =2 mod 2™}
i=1

4
= {( A1y ey Ady 15 ooy pg) mod 27 | Z Aipti = 1 mod 2™~ 1Y
i=1

Fiir ein solches 8-Tupel sind nicht alle p; durch 2 teilbar. Es gibt also mod 2™ gerade
24m _ 94(m=1) zylissige Quadrupel . In jedem solchen ist mindestens ein p; Einheit,
etwa pq . Dann kann man As, A3, A4 beliebig wéhlen, fiir jedes gibt es 2" Moglichkeiten,
und A; muf} die Kongruenz Ajpu; =1— Z?:z Aipt; mod 2™~ 1 erfiillen, hat also mod 2™
zwei Moglichkeiten. Das ergibt

g = 9=™m , (24m _ 24(m—1)) .93m 9 %

Jetzt liefert die Formel
415
A(Es,2)=2% — . 2 . TT(1 = p~%) = 240

und das ist in der Tat die Anzahl der Wurzeln in Eg (wie man durch unmittelbares
Abzahlen anhand einer geeigneten Beschreibung von FEg bestatigt).

130



Literaturverzeichnis

[Bo] S. Boge, Vorlesung iiber Quadratische Formen, WS 2000/2001

[Bo] A. Borel, Introduction aux Groupes arithmetiques, Hermann, Paris 1969

[E] W. Ebeling, Lattices and Codes, Vieweg 1994

[F B] E.Freitag, R.Busam, Funktionentheorie, Springer 2000, dritte Auflage

[H W] G.H.Hardy-E.M.Wright, Introduction to the Theory of Numbers, Oxford 1938
[K] M.Kneser, Quadratische Formen, Springer 2001

[L] L.H. Loomis, Abstract Harmonic Analysis, D.Van Nostrand 1953

[Sch] H.Schubert, Topologie: Eine Einfiihrung, Teubner 1964

[S] C.L. Siegel, Uber die analytische Theorie der quadratischen Formen, Annals of Math.
36 (1935)

[T] J. Tate, Fourier Analysis in Number Fields, Thesis 1950

[W1] A. Weil, L’integration dans les groupes topologiques et ses applications, Hermann,
Paris 1951

[W2] A. Weil, Adeles and Algebraic Groups, Princeton 1961
[Z] D.B. Zagier, Zetafunktionen und quadratische Korper, Springer 1981

131






Dieses Manuskript ist aus einer Vorlesung entstanden, die ich im
Wintersemester 2016/17 in Heidelberg gehalten habe. Der Reiz flr
mich bestand darin, wirklich im Einzelnen und mit allen Formeln
in Evidenz zu setzen, daB die Minkowski-Siegel'sche Formel in der
groBen Arbeit von Siegel aus dem Jahre 1935 &quivalent ist zu
der Aussage, dal die Tamagawazahl der orthogonalen Gruppe (zu-
nachst zu einer positiv definiten quadratischen Form) gleich 2 ist.
Jeder weiB das, aber niemand hat das genau vorgerechnet. Man
kann die Formeln auch benutzen, um Darstellungen von Zahlen
durch Formen zu betrachten. Den Ansatz dazu habe ich dem Buch
»,Quadratische Formen®“ von M. Kneser entnommen. AuBerdem
werden die Minkowski'schen Ungleichungen in orthogonalen Grup-
pen bewiesen und Siegelbereiche beschrieben und ihr Volumen
abgeschatzt.
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