21. Beispiele

1. Quadratsummen: Fiir n < 8 ist nach Kapitel 14 das Geschlecht von Z™ einklas-
sig. Die Siegel’sche Formel liefert in diesem Falle Darstellungszahlen fiir das Gitter Z"
und nicht nur die iiber die Klassen im Geschlecht gemittelten Darstellungszahlen. Wir
berechnen die a, = p~™™~ YA, .(Z" t). Der Einfachheit halber nehmen wir zunichst
t quadratfrei und =1 mod 8.

p = 2: Mit Hensel genligt m = 3. Wegen ¢t = 1 mod 8 konnen wir die Ag(n,t) :=
Ag(Z™,t) aus Kapitel 14 iibernehmen.

n |2 3 4 5 6 T8
Ag(n,t) | 16 3-2° 20 5.29 3.218 7.215 9%
ay =273V Ag(n,t) | 2 2 1 2 3 z 1

pT2t: Diese A,(n,t) haben wir in Kapitel 10 berechnet:

pnl — (%)%p%’l wenn n gerade
pnl 4+ (@)pnTl wenn n ungerade
Die a,, sind die p~(»~1) _fachen davon.
plt: Sei m >1 und (¢,c) =5 c? =t mod p™, etwa =t + p™y mit vy € 0, . Dann ist
D (ei+pmyi)? =t+p"y+2p™ > ciy; mod p
Ist ¢ primitiv (i.e. nicht alle ¢; durch p teilbar), so gibt es genau p"~! modulo p
verschiedene Losungen y von 2> ¢;y; +v = Omod p. Zu jedem primitiven ¢ mit
c,c) = t mod p™ gehdren daher genau p"~! Losungen c¢* = ¢+ p™y mit (c¢*, c*) =
g g g Y
t mod p™*t. Ist nun m > 2, so folgt aus (c,c) =t mod p™ und p? ft automatisch,
dafl ¢ primitiv ist. Daher
(a) Apmsi(n,t) = p" ' Apm (n,t) wenn m > 2
Fir m =1 hat man sich auf die primitiven ¢ zu beschranken, das heifit

(b) Ap2(n,t) = p" 1. Anzahl Ay der ¢ mod p mit ¢ # 0 mod p und Z ¢? =t mod p

Wegen p|t ist die letzte Anzahl die Zahl der isotropen Vektoren mod p. Diese entnehmen
wir aus Kapitel 10 und erhalten aus (a) und (b)

ap = p—m(n—l)Apm (’I’L,t) — p—(n—l)A; _

p— (D). { (p2 — (%)%) (pe~1+ (%)%) wenn n gerade
P -1 wenn n ungerade
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Fiir gerades n setzen wir x(p) = (_71) und
n 1 wenn n = 0 mod 4
Xn(p) = x(p)* = (_71) wenn n = 2 mod 4
Fiir ungerades n setzen wir
(—-1)* ="t (_?t) wenn n = 3 mod 4
¥n(p) = ( P )= (3)  wennn =1mod 4
Fiir gerades n erhalten wir dann
[Tew =TI~ xa@p ) T~ xalple™ 5@+ xalp)p' ™)
p#2 pt2t plt
=10 =xa@p~2) - [T+ xnl@)p' %)
pF#2 plt
721 7 C(5) 7" I (14+p'~2) wenn n=0mod 4
L(%,x) -let(l—f—x( p)p'~3%)  wenn n=2mod 4
Fiir ungerades n wird
n—1
[Ter=TIC+vn@p =) T —p~ ")
p#£2 pt2t plt

(n—1)
- = . 1 — p—(n=1)
-115 wn< - ,@ )

pT2t
-1 1 _
— ( 7¢7L) . 1 — 2_(”_1) . C(TL — 1)

Wie eingangs bemerkt, ist das Geschlecht von Z" einklassig fir n < 8, und die

Siegel’sche Formel lautet jetzt
n IR | W%
A(Z" t) =t> -F(%)~Hap
P

Wir haben sie bewiesen fiir n > 4 (wir haben die Tamagawa-Zahl des Stabilisators eines

Vektors eingesetzt)
c (X9 - H Ay

n==4%:




] w

=16-[[(* + 1)

plt
Die Formeln fiir n =4 und 8 sind aus der Elementaren Zahlentheorie wohlbekannt.

Nun zu den ungeraden n :

A(Z0,t) =t -

3
t2
T2

=80

mit (p) = (%) fir pf2t (und =0 sonst)

AT =13 .

8

. Dies ist das zweite Beispiel in [S],Seite 569.

26

%1 -¢(6)7TL(3, )

s L(3.9)

3
mit ¢’ (p) = (%) fir pt2t.
Bemerkungen: 1. Die Voraussetzung ¢ = 1 mod 8 beriihrt nur o, und nicht die oy, fiir

p#2. Wenn ¢t = 3,5 oder 7mod 8, so finden wir fiir Ag(Z",t) fir n =4,5,6,7,8 die
Werte

t\n | 4 5 6 7 8
— | U
3 29 5.210  5.213  5.7.213 221

5 29 729 3.213 7215 221
7 29 5.210  5.213  37.213 221

Fiir n =5 zum Beispiel miissen wir in der Formel fiir A(Z°,t) nur den Faktor 80 durch
160 ersetzen, wenn t =3 oder 7 mod 8 ist und durch % -80 =112, wenn t =5 mod 8.
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2. In der Formel fiir A(Z° t) setzen wir t = 1. Offenbar ist A(Z° 1) = 2-6, und das
Produkt ist leer. Wir erhalten

3 3
2.6="°
8 L(3,x)
also
3
L(3,x) = a2 ( siehe auch Seite 78 )

Dies konnen wir in die Formel einsetzen und erhalten

A(Z8,t) =12 H(p2 + x(p)) wenn ¢ = 1 mod 8
plt

Aus der obigen Tabelle entnehmen wir ( weil x(p) = (*71) ): Fiir ungerade quadratfreie
t gilt
12 2+ (=1)) wennt=1mod 4
a8 1y = 4 22 el (5 ) =
20 [1,,(»* +(5")) wenn¢=3mod4

Diese Formel findet sich (als Summe {iber die Teiler von ¢ geschrieben) zum Beispel in
[H W], Seite 314.

Als letztes Beispiel zahlen wir im Gitter Fg die sogenannten Wurzeln, das sind die x
mit (z,2) =2.

Fiir alle p # 2 wird es 018, , und wir kénnen die o, von oben iibernehmen:
ozpzl—pf4 fiir p # 2
Fir p = 2 wird Fg nach Kapitel 14 direkte Summe von vier hyperbolischen Gittern.

Wir missen bestimmen
4

{(A1y ey Ay i1y veeprg) mod 2 | 22)\iui =2 mod 2™}
i=1

4
= {( A1y ey Ady 15 ooy pg) mod 27 | Z Aipti = 1 mod 2™~ 1Y
i=1

Fiir ein solches 8-Tupel sind nicht alle p; durch 2 teilbar. Es gibt also mod 2™ gerade
24m _ 94(m=1) zylissige Quadrupel . In jedem solchen ist mindestens ein p; Einheit,
etwa pq . Dann kann man As, A3, A4 beliebig wéhlen, fiir jedes gibt es 2" Moglichkeiten,
und A; muf} die Kongruenz Ajpu; =1— Z?:z Aipt; mod 2™~ 1 erfiillen, hat also mod 2™
zwei Moglichkeiten. Das ergibt

g = 9=™m , (24m _ 24(m—1)) .93m 9 %

Jetzt liefert die Formel
415
A(Es,2)=2% — . 2 . TT(1 = p~%) = 240

und das ist in der Tat die Anzahl der Wurzeln in Eg (wie man durch unmittelbares
Abzahlen anhand einer geeigneten Beschreibung von FEg bestatigt).
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