20. Berechnung des Integrals iiber die Sphare

Mit Hilfe einer Z-Basis vy, .....,v, von M identifizieren wir M mit Z™ und M, mit
o, . Ist A die Matrix der a;; := (v, v;), so ist die quadratische Form gegeben durch
' Az .

Lemma 1. 1) Auf {2'Az =t, (Azx);(Az); # 0} gilt
sdxy A Ao Ndxy, jd:tl/\.... feoeee Ny,

S N VR
2) Fir T € G und ¢(z) := W gilt
P(Tx) = ()

Beweis: Auf ’Az =t ist Zu,u aupxydr, = 0. Durch Multiplikation mit
dxy N oo fee ffooe Nz,

folgt hieraus 1). Weiter: Entsteht T;; aus T' durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte und ist 7' die Adjunkte von T, so ist

A(Tx)o Ao NA(T2) = Y det Tyjdai A foo Ny = (=1 Ejday A fu Ady,

j=1 Jj=1

- zijl(Aﬂﬂ)ﬂ/J(l“) = (T"Az)1y(z) = (ATz)19(w)

Das ist 2).

Sei @ eine invariante Differentialform hochsten Grades auf Stab(v) und w eine eben-
solche auf G'. @ l1afit sich zu einer invarianten Differentialform @ auf G fortsetzen. Sei
(v,v) =t und 7 die durch 7(X) = Xv definierte Abbildung von G auf die Sphére ¥ .
Dann ist @ A (¢ o) eine invariante Differentialform hochsten Grades auf G . Bis auf
einen rationalen Faktor v # 0 ist sie = w:
w="y0A (pom)

Bildet man zu den drei Differentialformen @,w und 1 die Tamagawa-MaBle (wir wissen
schon, daf} alle drei konvergent sind), so fillt wegen der Produktformel ~ wieder heraus.
Damit ist gerechtfertigt: Das im vorigen Kapitel benutzte 14 ist das Tamagawa-Mafl
zu der Differentialform aus Lemma 1.

Berechnung von | M0, U
Wir zerlegen den Integrationsbereich in Restklassen mod p* :
O S| e
M,N%, cEM,, ¢ Ac=t, ¢ mod pk x’ Ax=t, x=c mod pk
Sei ¢ € M, fest mit ¢ Ac=t. Fiir # = c+ pFz ist 2/Ar =t gleichbedeutend mit
1
2 Ac+ Epkz’Az =0

Man nehme b € M, so, da |b'Ac|, maximal ist, das heifit |0’ Ac|, > |2’ Ac|, fiir alle
z € M, . Dieses Maximum ist auf jeden Fall > |¢Ac|, = |t|, . Ein solches b ist primitiv,
daher gibt es ein Gitter N vom Rang n—1 mit M, = 0,0& N . Man schreibt z = Ab+u
mit u € N .
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Lemma 2. Wenn k > v,(2t?), dann gibt es zu jedem u € N genau ein \ € 0, mit
fu)::@b+uyAc+%p%Ab+uyAQb+u):o
Beweis: Geordnet nach Potenzen von A ist
fO) =uAc+ %pku’Au + [b' Ac + p"b' Au] - X + %pkb’Ab A2
Sei p=w,(b'Ac) Aus k>2p+1 folgt k > p, woraus |b'Ac + p*b/ Aul, = |b' Ac|, .

Nach Definition von b ist |u'Ac|, < |b'Ac|,. SchlieSlich ist nach Voraussetzung k —
vp(2) > p. Aus diesen drei Tatsachen folgt, daf

u Ac+ phu’ Au

Ao == b Ac + pkb Au
ganz, das heifit in o, ist. Offenbar gilt
(1) fo) = %pkb’Ab - A2 = 0 mod pF~»®
@) 0 (/M) = v BV Ab - g + [ Ac 1 pMY Au]) = p

Wenn k—wv,(2) > 2p+1 (was nach Voraussetzung im Lemma der Fall ist), dann sagt das
Hensel’sche Lemma, dafi f eine Nullstelle A\ = Ao mod p*~ >~ also in 0, besitzt.
Fir die andere Nullstelle X' von f gilt nach Vieta

2(b' Ac + p*b Au)

/—_
AN = AT

Zo0,, also X €o,

Das Lemma zeigt: Die z € M, mit z’Ac+ 3p"z’Az = 0 entsprechen umkehrbar ein-
deutig den u € N vermoge z = A\b+u , wobei A diein o, gelegene Nullstelle von f ist.
Auf der Menge {2’Ax =t, x = ¢ mod p*} konnen wir also u als Parameter benutzen.

Umrechnung der Differentialform: Sei b, ...., b, eine Basis von N und b; = b. Dann ist
b1,....,b, eine Basis von M, . Die aus den b; gebildete Matrix B ist also unimodular
und hat oE die Determinante 1.

Sind ey, ....,e, die Standard- Basisvektoren, so ist (Ac); = e;Ac, nach Definition von

b also |(Ac);|, < |b'Ac|, fiir alle ¢ und = fiir mindestens ein ¢. Ist etwa i =1, so

benutzen wir die Form
dxo A ... Ndz,

w - (Ax)l

aus Lemma 1. Ist 2 = cmod p¥, so ist (Az); = (Ac); mod p*, also [(Az)i|, =
|(Ac)1]p = [/ Aclp > |t]p , wenn k > vp(t) . Dann wird

1
Yp(z) = 7/ dzsy....dz,
/x’Aa:—t7 r=c mod p* |b/AC|P r’ Ax=t, x=c mod pF
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1 k(-
= pk-) dz....dz,
|b AC'P Z’AC+%kaIAZ:0,Z€02’

b war irgendein Vektor in M), , fiir den |V’ Ac|, maximal war. Das ist jetzt der Fall fiir
e1 statt b, also konnen wir b = ey setzen. Driicken wir v € N durch die Basis bo, ..., b,
aus, so haben wir

A+ bz + 0+ by
n Aob + +  Anban
d=Mu=+ > Nb = e ’
i=2 : :
Xobno + ...+ Apban
Daraus folgt
b22 e bgn
dzo A ... Ndz, = det dXa A ... Nd\,

bna ... bun

Weil det B =1, ist auch die Determinante dieser Teilmatrix = 1. Wir erhalten
—k(n—1)

p
Vp(x) = 7
/I’Ax_t, z=c mod p* v |b/AC|P

Dabei héngt b (und damit natiirlich auch |’ Ac, ) von ¢ ab.
Dies wollen wir in Zusammenhang bringen mit den Siegel’schen Darstellungszahlen
Apm(t,A) = Anzahl der z mod p™ mit 2’ Az = ¢ mod p™

Sei ¢ fest mit ¢/ Ac = t mod p™ und m > k. Wir zahlen die z mod p™ mit z’Ax =
t mod p™ , welche = ¢ mod p* sind. Diese setzen wir an in der Form z = ¢+ p*y und
zéhlen die ganzen y mod p™~* mit

d Ac+ 2% Ay + p*Fy' Ay = t mod p™

also
2¢' Ay + pFy’ Ay = 0 mod p™F

Wiéhlt man zu ¢ wieder b und N wie oben und schreibt y = Ab+ u, so muf
2¢ Au + p*u Au + 2[b' Ac + p"V Au] - X + pFb/ Ab - A2 = 0 mod p™*

sein. Nach Lemma 2 gibt es, wenn k > 2p+v,(2) , zu jedem u € N genau eine Nullstelle
Ao € 0, des Polynoms auf der linken Seite. Und A ist Nullstelle mod p™F genau dann
wenn

2(A — Xo)/ Ab = 0 mod p™~*

also

A = )\ mod pm_k_p_”P(Q)
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Wir haben p(»~1Dm=%) modulo p™~* verschiedene Moglichkeiten fiir v und fiir jedes
u nochmal pPt»(2) Moglichkeiten, bei festem c¢. Das ergibt

(1) Apm (t, A) = Z p(n—l)(m—k)+pc+vp(2)
¢ mod p¥, ¢/ Ac=t mod p™
wobei wir p. geschrieben haben, weil ja p von ¢ abhéngig ist. Vorher hatten wir

c mod pk, ¢’ Ac=t

Nun folgt wieder aus dem Hensel’schen Lemma, da man (wenn m grofl genug ist) jede
Restklasse ¢ mod p* mit ¢/ Ac =t mod p™ durch ein ¢ mit ¢/ Ac =t vertreten kann.
Dann liefert Vergleich von (1) und (2)

p—m(n—l)Apm (t,A) = pvp(Q)/ ¢p($)

M,N%,

Diese Gleichung zeigt, daB p~™(" DA, (¢, A) fiir groBe m von m unabhingig ist.
Nach Siegel (Formel (38), Seite 558) setzt man

ap = p "D A, A) fiir m >> 0

Das Ergebnis ist

o (3) = op  wenn p # 2
Mz, 30p Wenn p =2

Jetzt bleibt nur noch das Integral an der unendlichen Stelle fiir dieselbe Differentialform

auszurechnen, also das
/ dxs....dx,
z' Az=t |(AJ,‘)]_|

und hierin ist jetzt || der gewohnliche Absolutbetrag.

Da wir angenommen haben, dafl die Form positiv definit ist, gibt es T mit A = T'T .
Setzt man Tx =1y, soist y'y =t und

dys A oo Ndyn = Zdet(Tu)dzl A e o Ny,

=1

nach Lemma 1. Wegen 7 = (detT) -7~ und T'T = A ist
T=vVdetA-A7'T
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und

Zt“ Az); = (T'Azx), = (T'T'Tz), = (det T) - (Tx); = Vdet A -y

und

dys A ... Ndy, = Vdet A

Y1
dzo A ..... Adz,,
(A.Z’)l 2 v
Es folgt

/ oo () = (detA)—%/ dys....dy,
x' Ax=t et

Wir setzen noch y = v/t z und erhalten
n dzs....dz,
/ Yoolz) = (det A)~2 .ti—l./ G%2....0%n
x' Ax=t z'z=1
Etwas aufpassen beim Integrieren: Zu jedem (n — 1)-Tupel 2o,

e Zp mit Yo 22 <1
gehoren zwei Punkte im Integrationsbereich ! Dessen eingedenk erkennt man, dafl das
letzte Integral gleich der Oberfliche der Einheitskugel im R™ ist, also

Zusammen wird

/ Voo () = 2(det A) 431 T2
x/ Ax=t

Multipliziert man die fiir die Primzahlen p und fiir oo erhaltenen Ergebnisse, so erhalt
man (der Faktor 2 bei co und % bei p =2 heben sich gerade weg)

1 n Tf-%
Ya(z) = (det A)~ 2t o [ @
/zeMAmEA 5) H :
Wir erinnern an die Gleichung

th 9
Z GO0~ vl Galhl) /M vale)

Hierin ersetzen wir das Integral durch den soeben dafiir gefundenen Wert und entnehmen
2 i

vol GA (M) 2US Kapitel 13:

h

1
2 =7(G) =vol(Go\Ga) = ——— - vol(G 4 (M

( (Go\Ga) ;|G(Mk)| (Ga(M))

Dann erhalten wir die Siegel’sche Formel
k1 O] 3
M 1 n_
(3) Zilk (d tA) 2t2 1]-_‘(2)'1—[0(1,
k=1 |G(My)] 2
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Bemerkung: Nach Herleitung wird tiber die engeren Klassen im Geschlecht von M sum-
miert, und |G(Mjy)| ist die Anzahl der Automorphismen von M mit Determinante
+1. Sei O(Mjy) die Gruppe aller Automorphismen von M}, . Wir stellen dieselbe Be-
trachtung an wie in Kapitel 13:

1. Fall: Mj gestattet einen Automorphismus mit Determinante —1. Dann ist
|O(My)| = 2|G(M})| und die Klasse von M}, ist gleichzeitig die engere Klasse.

2. Fall: M) gestattet keinen solchen. Dann ist O(My) = G(My), und wenn o eine
beliebige orthogonale Transformation mit Determinante —1 von Vg ist, dann liegen
Mj, und oMj, in verschiedenen engeren Klassen. Sie stellen aber beide die Zahl ¢ gleich
oft dar und haben gleich viele Automorphismen. Daher

“CA® M) A(t, My) A(t,My)  Alt,oMy), A(t, My)
2 Ta0n] ~ 2 Toth] 2 ot * 10w 2, 2 o0

1.Fall 2.Fall Klassen

wobei zuletzt tatséchlich {iber die Klassen und nicht iiber die engeren Klassen summiert
wird. Das Gleiche passiert im Nenner der Formel (3). Das heifit, in der Siegel’schen
Formel &ndert sich gar nichts, wenn man gleichzeitig die Gruppen G(M}) durch die
Gruppen O(Mj}) ersetzt und tiiber die Klassen statt engeren Klassen summiert. Und so
ist die Formel auch in der Siegel’schen Atbeit gemeint.
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