18. Die Zetafunktion einer quadratischen Form

Die in diesem Kapitel ausgefiihrte Berechnung der Tamagawazahl der speziellen ortho-
gonalen Gruppe ist den Abschnitten 4.4 und 4.5 von [W2] entnommen.

Wir denken uns die quadratische Form F' auf Diagonalgestalt gebracht:

F(x) :Zaixf, a; €Q, a; #0

i=1
Dann sei
V*={zxeV|F(z)#0}, also
Vi={zxeVy|F(x)el}
Vo, ={z Vo, [[F(z)]p =1}

driA..... Adz, ist eine Differentialform hochsten Grades und # 0 auf V*. Um daraus
ein Tamagawa-Mafl auf V; abzuleiten, miissen wir zuerst berechnen

/ dry....dx, =1 —/ dzry.....dz,
Ve |F(z)|<1

°p

Die Anzahl der isotropen Vektoren mod p ist nach Kapitel 10, wenn alle |a;| =1 sind,

(1) _ [t -1 ’ wenn n ungerade
"Lt +n)(p? —n) wenn n gerade
wobei p # 2 und
(—1)% det V)
b
Beachte, daf in dem Integral iber {|F(x)| < 1} alle Vektoren z mit F(x) = 0 mod p

mitzuzahlen sind, also auch z = 0, der bei den isotropen Vektoren nicht mitgezahlt war.
Dann folgt aus (1)

n=(

1—p! wenn n ungerade
2 = n
) v duy....dn { (1—p H(1—np~%) wenn n gerade
°p
Dies zeigt: A, := (1 —p~!)~! ist ein System von Konvergenzfaktoren. Wir bezeich-
nen d'z das von der Differentialform dz; A ..... A dz, und den Konvergenzfaktoren A,

abgeleitete Tamagawa-Maf.

Satz 25. Fiir jede Standardfunktion ® auf V4 und n > 3, Re s > 0 existiert das
Integral

/ |F(2)|°®(z) d'x
Vi

( Nach Definition von V} ist F(x) ein Idel, |F(x)|® ist also wohldefiniert)
Beweis: Nach Definition ist das Integral gleich

in ] | F@Ee @ ] / IF@2 ) dy

vES PES
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Zu zeigen ist

1. Alle Integrale existieren
2. Das HMZS li'onyergiert
3. Der limg existiert

1. ist klar

2. Nach Definition ist [F(z)[, = 1 auf V', und fiir geniigend grofie S ist @, die
Indikatorfunktion von V, . Daher sind im Hpes alle Integranden gleich 1, wenn S
grof} genug ist. Nach (2) konvergiert das Produkt absolut, wenn n > 3.

3. So enthalte alle Primteiler von 2det F' sowie oo und alle p, fiir die ®, nicht die
Indikatorfunktion von M, :=V, ist. Fiir alle p ¢ So ist

/’* |F ()| ®, (x)d 2, = /M F() ',

P

Wir setzen z = p¥z mit primitivem z € M,,. Die Menge der primitiven Vektoren von
M, sei My . Dann ist

/ F(@)*d'z, = Zp*“s / F(2)'p " d 2,

M, 2EM};
=3 pms / F()[d 2
pn=0 »

Das letzte Integral ist

|F(2)|°d 2, = p_”s/ dz _”S/ / ]
/,* - Z Fe)=p—r Z F(z)l<p  JIF()|<p—v—1

Sei N, die Anzahl der mod p” verschiedenen z € M; mit F(z) =0 mod p”.

Behauptung: Fiir v > 1 ist N,y =p" !N, .

Beweis: Sei ¥ > 1 und F(z) =0 mod p”. Dann ist F(z+ p“u) = F(z) + 2p¥(z,u) mod
p’T1. Da z primitiv, gibt es zu jedem 3 € 0, genau p"~! mod p verschiedene u mit
(z,u) = Smod p. Da p# 2, gibt es also zu z € M, mit F(z) =0 mod p” genau p"~!
mod p’+1 verschiedene z + p“u mit F(z 4 p“u) = 0 mod p**!. Daher

N1 = p" "IN, und schrittweise N, = p("_l)(”_l)Nl

Bei den Summanden mit v > 1 erhélt man
pfl/S [Nypfz/n 7 NV+1p7(u+1)n] _ pfus Lp(nfl)(ufl)fun 7p(n71)l/7(1/+1)n]N1

— (p _ 1)p—u(s+1) . p—an

Fir v =0 ist
dz, — / dzp=1—p™ = Nyp"
M z€M} | F(2)|<1
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Summiert man iiber v, so erhélt man

—s—1

p
1—p~

—n p—s -1

1—p " =Nip "+ Nip "(p—1) T_p 1

—=1-p "+ Nip

N, ist die Anzahl der isotropen Vektoren mod p. Setzt man die dafiir in (1) angegebenen
Werte ein, beriicksichtigt die Konvergenzfaktoren A, und multipliziert noch mit der

Summe
= 1— p—2s—n

so erhélt man: Fiir fast alle p ist

1-p~"—*

T D =)
F@))P®,(x)d 'z, = -3
| iF@re, e, ot e gerade

(1*17*5*1)(1*77173’7)

wenn n ungerade

Das beweist Satz 25, denn das Produkt Hp dieser Faktoren konvergiert absolut fiir
Res>0 und n>3.

Definition:

Z(s,®) = / |F(2)|*®(2)d

A

Die Formeln aus dem Beweis von Satz 25 erlauben es, das Residuum von Z(s, ®) an der
Stelle s = 0 auszurechnen: Ist S so grof3, dafl pt2det ' und ®, die Indikatorfunktion
von M, ist fiir p ¢ S, dann ist fiir ungerades n

—Ss5—n

O | ) B | e e T

veS pgS
fvp* |F ()], @p(x)d C(s+1)¢(2s+n)
Zoo - H (I—p s ) (1—p s 1) 1(1—p2s-n)-1 ' C(s+n)

peS

mit Z,, = fVoo |F(2)|5,Poo(x)d' 2 Das erste Produkt hat nur endlich viele Fakoren
und ist damit eine stetige Funktion von s in Res > 0. Sein Grenzwert fiir s — 0 ist
eingedenk von d'z, = (1 —p~!)~ldz, gleich [les fv r)dz, (die Menge V,\ V'
tragt zum Integral nichts bc1) Dadurch wird, weil die Rlcmannschc Zetafunktion an der
Stelle 1 das Residuum 1 hat,

hm sZ(s,®@) H/ v(z)dz,

veS

Fir p ¢ S ist nun aber ®, = 1p;, und damit [, ®,(z)dr, = 1. Diese Faktoren
koénnen wir also dem Produkt einfach hinzufiigen und erhalten

3) lim 82(s, @) = /VA (z)dz s = B(0)
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Fiir gerades n stellen wir dieselbe Uberlegung an und erhalten in dem Produkt ng ¢ die
W, wobei L(s,n) die L-Reihe zum Dirichletcharakter

L(5m)
n= ((_lﬁ#) ist. Man findet wieder die Formel (3) fir das Residuum.

Eulerfaktoren von

Verfeinerung dieser Zetafunktion: Sei S eine endliche Menge von Primstellen,
welche 2 und oo enthélt. Man setzt

Hg =1 H o,={rell|z, € Q:? fiir v € S und wy(z,) gerade fiir p ¢ S}
PES
Hg ist eine Untergruppe von I .
Lemma 1. (I: HsQ*) = 2!l
Beweis: Wir erinnern daran, dafl I eine direkte Zerlegung besitzt:

I=Q" (RY, x H o;xHo;)

pES (pF#o0) pgS

(Q" und die Klammer treffen sich nur in 1 ). Und darin ist

HsQ =Q - (R x [ o3>x][]ep)

pe€S(p#oo) PE€S

Das zeigt
I/HsQ* ~ [ o3/0;
pES(pF#00)
Da die Quadrate in der Einheitengruppe eine Untergruppe vom Index 2 bilden, falls

p # 2, und vom Index 4, wenn p = 2, und da 2 € S und oo € S, hat diese Gruppe
gerade die Ordnung 25!,

Lemma 2. Sei A ein Charakter von I, der auf HsQ* gleich 1 ist. Dann gehort zu A
ein Dirichlet Charakter x auf Z. Wenn X # 1, dann ist auch x # 1.

Beweis: Sei ¢, die Einbettung
xe (1., Lz 1, ... )

von Q) in I und A\, = Aoy, . Fir ein festes Idel = = (z,), ist dann A,(zp) =1 fir
fast alle p und A(x) =[], Ao(xy) -
Fiir p ¢ S ist \p(0y) =1, das heifit, fiir z € Q, héngt A,(x) nur von [z[, ab:

Ap(@) = |7

Nebenbei bemerkt sind alle diese Werte gleich +1, weil A(I?) = 1. Wir setzen p''» = ¢, .
Wenn A\, = 1, dann setzen wir

) =1

m_mo_{]_[pesp wenn Az(o o

*
2
4Hpesp wenn Ao (03
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Wenn A, # 1, dann setzen wir
m=00-myg

Nach Konvention bedeutet dann fiir a,b € Z
99T (a,m) =1, daB g¢gT(a,mp) =1 und a > 0 wenn m = oo - mg

und
a = bmod m, dafl a = b mod mg und ab > 0 wenn m = oo - myg

Man definiert den Charakter x fiir zu m teilerfremde a € Z durch

v(@) =[] M@

veES

Dann gilt
1. Fir Primzahlen p ¢ S (das heiit pftm )

X0) =[] 2@ =A0) - M) =6

veS

weil A(Q") =1 und M\(p)=1 fir ¢S, ¢#p.
2. x(ab) = x(a)x(b), weil dasselbe fir A und alle A, gilt.

3. Seien a,b teilerfremd zu m und @ = bmod m. Wenn oo|m, dann bedeutet das
ab >0, also Aeo(a) = Aso(b) . Sei r eine Primzahl in S. Aus a =bmod r (bzw. mod
4r , wenn r = 2) folgt, dal @ und b zur selben Quadratklasse in o) gehoéren. Dann ist
Ar(a) = A (b) . Das zeigt

a =bmodm = x(a) = x(b)

Damit ist bewiesen, dal x ein Dirichlet Charakter mod m ist. (m ist nicht notwendig
der kleinste Erklarungsmodul, aber das schadet nicht.)

Nun betrachten wir zu jedem Charakter A von I mit A(HgQ") =1

Z(s,®,)\) ::/* |F(x)[*X(z)®(x)d x

A

(Das Integral existiert (fir Res > 0); man hat ja nur die integrierbare Funktion
|F'(x)|*®(x) mit einer stetigen Funktion vom Betrag 1 multipliziert). Die lokalen Fak-
toren fiir p € S sind

[F(@)[pAp (F (2))®p(2)d 2y =/V* |F ()" @y (2)d 2y

Zs.00 = |

vy

Wir brauchen in den alten Formeln fiir die lokalen Integrale nur s durch s+ it, zu
ersetzen und erhalten fiir p ¢ S und ungerade n

1 7p7nfsfitp 1—¢ p,n,S
Z @ )\ = - - = p
p(s, P, ) (1 — p——ito=1)(1 — p=2CFit)=n) ~ (1 —epo-1)(1—p2-7)
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Dies sind die Eulerfaktoren zu

L(s+1,x)¢(2s 4+ n)
L(s+n,x)

Fiir gerades n erhélt man unter Benutzung der alten Formeln

n

1—mp2
(1—eps1)(1 - Epp_s_%)

Zp(s,®,\) =

Das sind die Eulerfaktoren von

Da die L -Funktionen zu Charakteren # 1 an der Stelle 1 holomorph sind, liefern die
Z(s,®,\) mit A # 1 keinen Beitrag zum Residuum an der Stelle 0, und daher ist, wenn
man iiber alle Charaktere A\ summiert, die auf HgQ" gleich 1 sind,

TeSs=0 Z Z(s,®,\) = d(0)
A

Nach den bekannten Charakterrelationen und der Berechnung des Index (I : HsQ™) in
Lemma 1 ist

sonst

Z/\(x) _ {25 wenn z € HgQ*
By

Also ist

S 2(s,,0) = 219 / |F(2)|®(2)d

A\ F(x)eHsQ*

HsQ* ist die Vereinigung aller Hgp mit p € Q*, und weil HgNQ* = Q*?, erhélt man
eine disjunkte Vereinigung, wenn man p mod Q*? laufen 1i8t, und

/F(x)EHs@* a Z ~/F($)EHSP

pEQ*/Q*2

Das Ergebnis ist
Satz 26. Die Funktion
Zs) = > |F(2)*®(@)ds
pe(@*/@*z F(x)eHsp

ist holomorph fiir Res > 0 und hat an der Stelle s =0 das Residuum 27151&(0) .

Jetzt wird die Gruppe G4 ins Spiel gebracht: Die Gruppe G x GL(1) operiert auf V
vermoge = — Xat, (X € G,t € GL(1)). Wir sahen bereits, dal {1} Konvergenz-
faktoren fir G4 sind, und {Aeo = 1, A, = (1 — %)_1} fiir die Idelgruppe I. Wir
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bezeichnen mit w, das Tamagawa-Mafl von G4 und setzen [], /\v(%)v = d*t. Dann
ist wad*t ein rechts- und linksinvariantes Mafl auf G4 x I. Sei e € Vg fest und
F(e) = p # 0. Der Stabilisator g von e in G ist die spezielle orthogonale Gruppe von
e, sein Tamagawa-Mafl w4 ist ebenfalls rechts und links invariant. Deshalb konnen
wir wie in Kapitel 7 auf dem homogenen Raum G4/ga integrieren. Dieser ist vermoge
x <> Xe die Sphéire Y4 = {x € V4 | F(z) = p} (sieche Kapitel 4 ). Auf der Sphére ¥
ist nach Lemma 1, Seite 121 fiir alle 4, j

sdxy A o Ndxy, _ (_1)j dxy A ... ffoo Ndxy

;T a; T

(1) =

eine G -invariante Differentialform, und die Sphéire hat Konvergenzfaktoren {1}. Sei
14 das davon abgeleitete Mafl auf ¥ 4. Die Differentialform 1) ist bis auf einen ratio-
nalen Faktor bestimmt, und daher ist wegen der Produktformel w4 = ©a%4 . In dem
Diagramm

integrieren wir einmal links herum und einmal rechts herum.
Rechts:

/ |t|25T D (X et)wa (X)d*t = / |25 / B(XYet)oa(Y)a(Xe)d t
GaxI/gox{1} BaxI ga/g0

®(XYet) = ®(Xet) héngt von Y € ga gar nicht ab, und nach Induktionsannahme
(die wir ab Dimension 3 benutzen kénnen, wir miissen also in unserer Rechnung n > 4
annehmen) ist ng Jgo @A = 2. Also erhilt man

2-/ 24D () ()"
ZAXI

Links:
Das gesamte Integral ist

/ > tr 2T ® (X oetT)wa (X )d*t
Ga/Gox1/Q* 0€Gq,0 mod gg,7€Q*

Wegen der Produktformel ist |7| = 1. Lauft nun o durch Gg modulo gg und 7 durch
Q*, so lauft ger zweimal durch die Vektoren ¢ € Vo mit F(¢) € Q**p (fiir jedes &
mit F(§) #0 gibt es 0 € Gg mit 0§ = —€ € Q*¢) . Daher ist die innere Summe

=2 > (X Et)

£V, F(6)€Q*2p
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Durch Vergleich der beiden Integrationswege erhalten wir

(4) /GA/G@XI/Q)* |t|23+n Z CI)(Xft)wA(X)d*t — / |t|2s+n®(1't)’¢,4(x)d*t

€€V, F(£)€Q*2p BaxI

Im néchsten Abschnitt berechnen wir die lokalen Faktoren des rechten Integrals, was
gleichzeitig die Existenz der obigen Integrale beweist.

Die lokalen Faktoren sind die Integrale
/ 2, (1 by ()"
3p X Q;‘;

Wir rechnen sie aus fiir die p, die nicht in 2det F' aufgehen und fiir die ®, die Indika-
torfunktion von M, ist:

(z,t) w (tz,t) ist eine Bijektion von X, x Q, = {(z,t) | F(z) = p, t € Q,} auf
{(y,t) | Fy) = t?p, t € Qy}. Dabei ist ¢,(y)d*t, = |ty 2¢,(2)d*t, . Also ist das
Integral =:1I, =

4224, (y)d"t
/yGMp,tGQ;F(y)—PtQ g : :

Wir setzen y = p*z mit primitivem z in M, und ¢ = p#r mit |r| = 1. Dann ist
d*t, =d*rp. Sei p=p“u mit |u|=1.

F(y) = pt* <= F(2) = p~*p up*r?

Wegen F(z) € 0, ist a+2u—2X >0, und es ist ¥,(y) = p~*"=2)4,(2) . Damit spaltet
sich des Integral I, auf in die Summe

L= Y  prrEpind / Yp(2)d 1y

0<2A<at2p 2EMy, F(z)=pat2n=2Aur?

In dem Integral iiber z und r kann man z durch %z ersetzen, ohne dafl sich ¢, (2)

dndert. Danach hangt das Integral iiber z gar nicht mehr von r ab, und das Integral
iber r ist gleich 1. So wird schlielich

Ip _ Z pfu(25+2)p7)\(n72) / wp(z)

0<2A<at2p €M, F(z)=pat2n=22u

Das Integral ist = p~ (1) mal Anzahl N der mod p verschiedenen z € M, mit
F(z) = p*+2#=22y mod p, némlich:

Fir c € o, gilt

Un(2) = / NE
/ZGM;,F(Z)_C P( ) Z z=b mod p,F(z)=c P( )

beMpy, F(b)=c,bmod p
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Fir b € M ist mindestens eine Koordinate Einheit, etwa 01. Fir z = bmod p ist
dann auch |z1], =1 und ¢p(2) = (d22....dzy)p . Schreibt man z =b+py mit y € M, ,
so ist

F(z) =c < 2p(b,y) + p°F(y) = 0 < 2a1b1y; + paryi = —QZaibiyi —pz a;y; =: ard
=2 i=2

Diese Gleichung hat zu vorgegebenen ys,...,y, € 0, genau eine Losung y; € o, ; denn
flir
fly) = 2b1y +pyi —d

gilt
F(50) = 0 mod
—)=0mo
2b, b
und
(=) £ 0 mod
2, P
Nach Hensel gibt es eine Losung y; = % ,alsoin 0, . Die Summe der beiden Nullstellen
von f ist = —% ¢ 0, , also ist die andere Nullstelle nicht in o0, . Daher kann man auf
{z =bmod p, F(z) = ¢} die Koordinaten ys, ....,y, als Parameter benutzen. Auflerdem

kann man jede Restklasse b mod p mit b € M7 und F (b) = ¢ mod p durch einen Vektor
b mit F(b) = c vertreten. Mit (dzs.....dz,), = p~ "~V (dys.....dy,), wird

Up(z) = > p N =N.p (D

beM, b mod p, F(b)=pat2r—2ry

/ZEM; JF(z)=pot2r—22y

wie behauptet. Fiir diese Anzahl N miissen wir vier Félle unterscheiden. Die angegebe-
nen Werte stammen aus Kapitel 10, Seite 60.

1. a+2p—2X2=0 und n gerade.

" —1)% det F
N=p" ! —ep2! mit6:(7( )% de )
p
2. a+2p—2X=0 und n ungerade.
(—=1)* = udet F

N=p" 14 e'p%1 mit € = (

3. a+2u—2XA>0 und n gerade



Wenn « ungerade ist, dann kommen in der Summe nur Summanden vom Typ 3 oder 4
vor. Die Summe ist dann

Z pfp,(2s+2)p7)\(n72) _
0<A< e 4

p(afl)(erl)
(1 _ p—23—2)(1 _ p—n—QS)

Wir erhalten

(5) (1—p 2 21— p 2 ). 1, = P DAY (1 (D))

wenn « ungerade und n ungerade

(6) (1—p 2 )1 —p 2 I, =ple Ve (1 —p8) (1 +epE7Y)

wenn « ungerade und n gerade. Ist hingegen a gerade, so gibt es in der Summe den
Anfangsterm mit 2\ = a + 2. Die zugehorige Teilsumme ist

a(s+1)
—u(2542), —A(n—2 p
§ : n( ) A( )

1— p—23—n
0<2A=a+2pn

Die restliche Teilsumme ist

Z pfu(25+2)p7)\(n72) _
0<2A<a+2u

p(a72)(s+1)
(1 _ p—23—2)(1 _ p—QS—n)

Multipliziert man die erste Summe mit N und die zweite mit Ny und fafit alles zusam-
men, so erhalt man

(M A=p ) =p ) L= p T L T (1 - p )
wenn « gerade und n ungerade Wenn n gerade ist, macht man dasselbe und erhalt
(8) A—p 2 )1 —p 2" L, =p (1 —ep 2) 1+ ep 527

wenn « gerade und n gerade

Diese Formeln zeigen zunéchst, dafl das Produkt iiber alle p fiir Re s > 0 konvergiert
(wir haben n > 4). Damit existiert das rechte Integral in (4). Wir wiirden nun in
Anbetracht von (4) gerne das Ganze noch iiber p € Q*/Q** summieren. Um die Kon-
vergenz dieser Summe zu beweisen, vergleichen wir sie gliedweise mit der als konvergent
erkannten Summe in Satz 26. Diese war

(4) $ / F(2)*®(z)d'x
pEQ*/Q*2 F(a:)EHSP

Und nun wollen wir die Konvergenz von

(B) > 2D (t) o4 () d "t

peqr/qr2 /Z(P)axT
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einsehen. Dabei ist X(p) die Sphéire F(z)=p.

In den Integralen (B) rechnen wir die Differentialform um: Mit y = ta ist

dyy A oo Adyy = (21dt +tday) A oo A (2pdt + tda,) =770 agday A Adte... Ady,
=1

(weil drq A ..... Adz, =0 wegen > a;x? = const)

dxy A oo fo ANdzy
=" 1dt/\z 220 - A Tn gt =l Ay

Q;T;

Sodann schreiben wir die Integrale in (A) und (B) als unendliche Produkte (fiir geniigend
grofie S') hin:

(4) II / |F(x) 3@y (x)d'z, - [] / P ()3 d
ves / F@)€pQy? pgs J TEMy, F(2)€pQ;2 03

LaBt man in den Integralen (B) das Paar (z,t) durch X(p), x Q; laufen, so lauft y = tx
genau zweimal durch die Menge F(y) € pQ**. Daher erhalten wir in (B), indem wir
Ya(x)d*t durch |p~tt~"|d'y ersetzen

) I 2 /F Pl F W) @)y [T 2 / P F @)

vES (y)€pQ;? pgS yEMp, F(y)€pQy?

Die Faktoren |p|, in (B) lassen wir weg, weil ihr Produkt iiber alle v gleich 1 ist
(p € Q). Danach unterscheiden sich die Faktoren fir v € S in (A) und (B) um den
Fakor 2. Teilt man (A) durch (B), so erhilt man also 27/%l mal den Quotienten fiir
p & S. Diese Quotienten sind

gl @l [ (@)}
z€My,,F(x)epQ;2os €M, F(z)€pQs2

Fiir p ¢ S ist o, Vereinigung von zwei Quadratklassen (weil 2 € ). Ist ¢ eine Einheit
in o, , die nicht Quadrat ist, so ist der Zéhler in diesem Ausdruck gleich der Summe der
iber F(z) € p(@;;2 und F'(z) € dezz erstreckten Integrale. Ist n gerade, so sind nach
den Formeln (5) bis (8) diese beiden Integrale gleich, und der Beitrag der Stelle p zum
Quotienten % ist gleich 1. Ist jedoch n ungerade (und « = 0, was fiir fast alle p der
Fall ist), dann liefert p nach den Formeln (5) bis (8) zum Quotienten 4 den Beitrag

(1= p= ) (Lt dp= 7 272) o (L 2 ) (1 = =T 2)
2(1+ep T ) (1 - ep~ T 7272

1— p—n—l—Qs B
= _n—1 n—1 N O(p) !
(I+ep~2 )1 —ep 2 )
mit ¢ = +1. Fiirreelle a >b>0gilt 1 —p?<1—p *<1l4+p?<1+4+p?, und
indem man ¢ =1 und ¢ = —1 getrennt diskutiert, findet man, daf} fiir reelle s > 0 in

beiden Fallen » »
l-p77 <O(p) <l4+p =
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—1

Man setzt A(S) = Hpgs(l—p_%l) und p(S) = [[,gs(1 +p~"7 ). Da n >4 und hier

aber ungerade, ist "T_l > 2, und diese Produkte konvergieren. Aus % = 2lSI Hp O(p)

erhélt man

B
0 < 28Ix(8) < - < 21u(S)

Rufen wir die Abhéngigkeit von p in Erinnerung: A = A(p), B = B(p). Fir reelle
s> 0 und alle p € Q" haben wir

0 < A(S)21%1A(p) < B(p) < p(5)2°1A(p)

Aus der absoluten Konvergenz von p A(p) folgt hiermit die absolute Konvergenz
von Y. B(p) fir reelle s > 0 und damit in der Halbebene Re s > 0. Damit ist
auch »  B(p) eine dort holomorphe Funktion. Da } A(p) an der Stelle s = 0 das

Residuum 27151$(0) hat, liegt das Residuum von >, B(p) zwischen A(S)®(0) und
1(S)®(0) . Wenn man S groB genug nimmt, dann liegen A(S) und x(S) beliebig nahe
an 1. Es folgt

Satz 27.

> L1257 ® (wt)ep 4 (@) d*t

peqr/qr2 /=P axI

und damit nach (4) die Summe

/ 2 Y (X Ewa(X)d't
GA/GQXI/Q* F

pEQ* /Q*2 (6)epQ*?

ist eine holomorphe Funktion von s in Re s > 0, und ihr Residuum an der Stelle s =0
ist ®(0) .

In Satz 27 wollen wir Summe und Integral vertauschen: Durch Zerlegung in Positiv-
und Negativteil konnen wir annehmen, dafl ® > 0. Nach den obigen Betrachtungen
existieren

Hy(X.t)= >, [*""e(xe
£EVy, F(§)€pQ?

/ H (X, Owa(X)d*t = T,
Ga/Gox1/Q*

und

2.

pEQ*/Q*?
Aus den definierenden Eigenschaften der Standardfunktion ® folgt, daf3

K(X,t):= > Hy(X,1)
p€Q*/Q*2

auf jedem Kompaktum C C G4/Gg x I/Q" absolut und gleichméBig konvergiert. Also
ist
/ K(X, Hwa(X)d*t = Z/ H,(X,t) < Z/Hp => J, <
© p 7€ P P
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Also existiert das Supremum tiber C' der linken Seite, und dieses ist nach Definition das
JK(X,t).

Nun vertauschen wir in Satz 27 Summe und Integral. Dann entsteht unter dem Integral
die Summe
Z ®(XEt), und wir erhalten
£€Vg,£#0

Satz 28 .

Z(s,®) := / |25 Z Q(XEt)wa(X)d t
Ga/GoxI/Q £EVQ,F(€)#0
ist eine holomorphe Funktion von s in Re s > 0, und ihr Residuum an der Stelle s =0

ist &(0).

Analytische Fortsetzung: Fiir ¢ € (0,00) setzt man

1 wennt>1
fft)=<0 wennt<1
% wenn t =1

und f~(t) = f(1) =1 - f*(t). Dann zerlegt man Z(s,®) = Z*(s,®) + Z(s,®) mit

z+<s,q>):/ FHADIE S (Xet) wa(X)d't
Ga/Gax I/ F(§)#0

und Z~ entsprechend mit f~ statt f' . Das urspriingliche Integral Z war konvergent
fir Re s > 0, also ist auch Z7T fiir Re s > 0 konvergent. Nun konvergiert aber das
Integral Z+ umso besser. je kleiner Res ist. Es liefert die holomorphe Fortsetzung von
Z7T auf die ganze s-Ebene.

Das Integral Z— (s, ®) formen wir um : Wir benutzen jetzt, dafl F anisotrop ist. Dann

18t
Y o(XEt)=—-2(0) + Y B(XEL)
F(§)#0 £eVp
Auf die Summe wenden wir die Poisson’sche Summenformel an. Zur Identifizierung von
V4 mit seiner Charaktergruppe benutzen wir die gegebene quadratische Form auf V|
fir =,y € V4 ist also
<,y >=x((z,y)) = x(a'Cy)
wenn C' die Gram-Matrix der quadratischen Form F' ist ( F(z) = 2/Cz). Fir X € G
ist dann
< Xz,y >=< z,X 'y >, und die Fouriertransformierte von ¥(z) := ®(Xuzt) ist

T(y) = / O(Xat) <z,y>dr = |t|7"/ B(z) < X2ty > dz( weil det X = 1)
VA VA

- |t\‘"/ B(2) < 2 Xyt™' > dz = [t D(Xyt)
Va
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Dies setzen wir in Z~ ein:

7 (s,®) =

/ £ {=D(0) + [¢] 7" D(0) + (7" > S(Xnt ™)} wa(X)d"t
Ga/GoxI/Q* n#0

Fir den ersten Summanden finden wir
00 [ wn [ (e
Ga/Go /g
Nun ist I/Q" =~ (0,00) x [], 05, und [,. d*t, = 1. Dadurch wird

1
dt 1
[ e = [
1/Q* 0 t 25s+n

analog fiir den zweiten Summanden mit 2s statt 2s +n.

Jan)c, wa ist die Tamagawa-Zahl 7(G). So wird

(0) (0 - 2N " (X!
_ 20 20), S DI D2 @ (Xt wa(X)d't
o+ o } . [t])¢] ;} ( ) )

Z"(s,®) =7(GN

Das Integral wird durch die Substitution ¢~ % , bei der d*t invariant bleibt, zu

/ PO S (X nthwa(X)dt
GA/GQXI/Q* 7I750

Der letzte Summand ist der Plusteil der Zetafunktion Z zur Standardfunktion ® an der

Stelle —s — 5 . Wie gesehen, ist dies eine in der ganzen s-Ebene holomorphe Funktion
von s. Ergebnis:

Z(5,®) = 21 (5,®) + ZH(—s5 —

SIE
\y-e4/>
+
ﬁ
e

Mit Hilfe von Satz 28 lesen wir hieraus ab

Satz 29. Die Tamagawa-Zahl der speziellen orthogonalen Gruppe einer quadratischen
Form in n > 3 Variablen iiber Q ist gleich 2.

Wir haben den Satz nur fiir anisotrope Formen bewiesen. Will man ihn allgemein be-
weisen, so mufl man auflerdem die Sphére vom Radius 0 beriicksichtigen. Im Diagramm
(D) mufl man dafiir statt e auch isotrope Vektoren zulassen. Deren Stabilisator ist
aber nicht eine orthogonale Gruppe in einer Dimension weniger, sondern das semidirekte
Produkt aus einem (n — 2) -dimensionalen Vektorraum und einer orthogonalen Gruppe
in zwei Dimensionen weniger. Deshalb braucht man fiir den Induktionsschlufl die Ver-
ankerung in Dimension 3 und 4 (und zusétzliche Betrachtungen fiir das semidirekte
Produkt)
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