16. Fouriertransformation

Allgemein: Ist G eine lokal kompakte abelsche Gruppe und G ihre Charaktergruppe,
so definiert man fiir jede absolut integrierbare Funktion auf G die Fouriertransformierte

f durch
o) = /G f(@)x()de

f ist eine stetige Funktion auf G'. Wir betrachten die fiir uns wichtigen Beispiele:

1. V, Sei M, ein Gitter in V, und f eine lokal konstante Funktion mit
kompaktem Tréger auf V. Zu einer solchen f gibt es m mit f(z) = 0 auBerhalb
p~ "M, . Fir jedes a € p~™M, gibt es k = k(a) mit f(z) = f(a) falls 2 = a mod
pF(@ . Aus der Uberdeckung

pMy= ) (a+pHOM,)
a€p~™ M,

kann man eine endliche auswéhlen:
P M, = ULy (ai + pM M)
Die Zahl k = max ;k; hat die Eigenschaft
,y € p~ "My, x =y mod p*M, = f(z) = f(y)

f ist also auf den Restklassen a + pkMp konstant,
f = Zf(a)1a+pkMp

ist eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen 1, x5, . Berechnen wir
von solchen f die Fouriertransformierte:

f(y):/ <x,y>dx:/ <a+xzy>de=
a+pk M, pk M,

P

<ay>- { vol(p* M)  wenn y € (p*M,)*
0 sonst

=<a,y> ’UOl(pkMp)]_(pkMp)L

Da < a,y > bei festem a eine lokal konstante Funktion von y ist, zeigt dies: Die
Fouriertransformierte ist wieder lokal konstant. Ihre Fouriertransformierte ist

f(z) = /ye(pkM . < a,y >vol(p* M) < y,z > dy = 'UOl(Mp)'UOZ(M;_)].pkMp(a + 2)

weil M;-J- = M, und (pFM,)* :p’kM;- . Dies zeigt:

Fiir jede lokal konstante Funktion f mit kompaktem Trager ist

F) = 1 f(—)
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Dabei ist v, = vol(M,) - vol(M;") eine nur von p (und der Identifizierung von V,, mit
seiner Charaktergruppe, aber nicht von M, ) abhéngige Konstante.

2. Vi . Wir betrachten Funktionen des Typs Polynom mal e Posdef quadratische Form
Ist A= A’ positiv definit, so ist

_ ’ T _ 7 pA—1
/6 mx' Ax+27ix Ydr = const - e Ty A

und mit A ist auch A=! positiv definit. Hieraus und (zum Beispiel) aus den Formeln in
[E], Seite 86 sieht man: Mit f ist auch die Fouriertransformierte f vom beschriebenen
Typ.

3. Vyu.
Definition: Eine Funktion ® auf Vj4 heifit Standardfunktion, wenn
1. ®(z) =[], ®ov(zv) (2= (Too) e, Tpy o))

2. &, ist vom Typ Polynom mal ePosdef quadratische Form ynq alle ¢, sind lokal
konstant mit kompaktem Tréger

3. Fiir fast alle p ist ®, die Indikatorfunktion von M, , wobei M ein fest vorgegebenes
Z-Gitter in Vg ist.

Fir eine Standardfunktion & ist

d(y) :/V O(z) < z,y >dr=

hmH/ o(Ty) < Xy, Yy > duy - H/ p(Tp) < Tp,yp > dz,

pgS

Fiir fast alle p ist ®, die Indikatorfunktion von M, und M, = M;" und vol(M,) = 1.
Fiir alle S*, die die Ausnahmestellen enthalten, ist

(i)(y> = H ci)v(?/v) : H 1Mp(yp)

vES™ pES*
Das zeigt, daB & wieder eine Standardfunktion ist.

Satz 19. Fiir jede Standardfunktion & ist Z&eV@ O(x + &) absolut konvergent, und
zwar gleichméBig in x auf jedem Kompaktum C C Vy4 .

Beweis: Sei C' = Coo X [[,e7 Cp X [[,gr Mp und z € C.
Dz +&) #0=Dp(xp, +&) #0fur alle p= & € —Cp, + Tr(¢p) fiir alle p
D, := —C, +Tr(®,) ist kompakt fiir alle p und = M, fiir fast alle p. Daher liegen

die £ € Vg mit ®(§) # 0 in einem Gitter L C V. Alle ®, sind beschrénkt und fast
alle gleich 1 auf M, . Daher ist

D R+ 8] < const- Y [Do(€)

£eVp Eer
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wobei die Konstante (auffer von @) nur von dem Kompaktum C abhéngt. Nach Defi-
nition von Standardfunktion ist die letzte Reihe konvergent.

F(z) =3 Vo Oz + &) ist wegen der gleichméfigen Konvergenz eine stetige Funktion

auf Va/Vg. Die Charaktergruppe von Va/Vp ist Q- C V4. Die Fourierkoeffizienten
von F' sind

c(n):/ F(l‘)<$,77>d.’17=/ Z@(w+§)<x,n>dm:
VA/VQ VA/V@ £eVy

/ Z@(w+§)<x+§,n> weil <& np>=1
Va/Vo e,

:/ ®(z) < z,n > dz = d(n)
Va

(vergleiche das Kapitel {iber Integration auf homogenen Raumen). d ist wie gesehen
wieder eine Standardfunktion, daher ist 3, . |c(n)| konvergent, und damit ist die

> onevy €(n) < x,m > absolut konvergent. Nun besagt ein allgemeiner Satz aus der
Theorie der Fouriertransformation: Wenn f und f beide absolut integrierbar sind und
f stetig, dann gilt bei geeigneter Normierung der Haarschen Mafle die Umkehrformel.
Wenn zum Beispiel die Gruppe G kompakt ist, dann ist ihre Charaktergruppe G diskret,
und die Mafle sind richtig normiert, wenn die ganze Gruppe G das Volumen 1 bekommt
und in G jeder Punkt die Masse 1. Hier ist G' = Va/Vp mit dem Volumen 1, und das

Integral iiber G~ Vg ist die > nev;, - Das bedeutet jetzt: Die Funktion I auf Va/Vg
wird durch ihre Fourierreihe dargestellt:

Z Sz +&) = Z d(n) < z,n>

eV neVy

An der Stelle z = 0 ist das die Poisson’sche Summenformel.
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