13. Die Minkowski-Siegel’sche Formel

In diesem Kapitel sei der Vektorraum V' mit seiner quadratischen Form positiv definit
(das heifit (z,x) > 0 fir alle * € V ). Wie vorher bezeichne G die spezielle or-
thogonale Gruppe von V. Thre Adelgruppe G4 operiert auf der Menge der Gitter in
V', némlich: Ist M ein Gitter in V und ® = (®,), € G4, so ist nach Definition der
Adelgruppe ®,M, = M, fiir fast alle p. Nach Kapitel 2, Satz 1 gibt es genau ein Gitter
L mit L, = ®,M, fiir alle p. Dieses Gitter L wird mit ®M bezeichnet.

Definition 1. Zwei Gitter M und N gehoren zum selben engeren Geschlecht, wenn es
® e Gy gibt mit N=0M .

Definition 2. Zwei Gitter gehoren zur selben engeren Klasse, wenn es o € Gg gibt mit
N=ocM.

Definition 3. Zwei Gitter gehoren zur selben Klasse, wenn es eine orthogonale Transfor-
mation o gibt (also nicht notwendig detoc =1) mit N =oM .

Bemerkung: Bei Siegel gehoren zwei symmetrische Matrizen A und B mit ganzzahligen
Eintragen und Determinante # 0 zum selben Geschlecht, wenn es zu jedem p und m
eine ganzzahlige Matrix T gibt mit 7" AT = B mod p™ . Nach Hensel (vgl. Kapitel 11)
gibt es dann zu jedem p eine Matrix 7' € GL(n,0,) mit T"AT = B. Sind nun M
und N zwei Gitter mit Basen wuq,....,u, bzw. vq,....,v, lber Z und A und B deren
Gram-Matrizen (a;; = (u;,u;)) und ist @, eine Isometrie von M, auf N, so bilden
die ®,u; eine Basis von N, , gehen also aus vy,...,v, durch eine p-ganze und p-ganz
invertierbare Matrix T auseinander hervor, und es ist

B = Gram (vi,...,v,) = T" Gram (®,u1, ..., ®pu,)T = T'Gram(uy, ....,u,)T = T' AT

Umgekehrt liefert jedes solche 7' ein Isometrie von M, auf N, .

Wir sahen in Kapitel 11, daf jedes lokale Gitter M, eine Spiegelung gestattet. Wenn
es also eine Isometrie von M, auf NN, gibt, dann auch eine mit Determinante 1, das
heifit ein Element aus Gg, : Geschlecht und engeres Geschlecht fallen zusammen. In
Definition 1 kénnen wir ”engeren” streichen. Nicht jedoch in Definition 2; zum Beispiel

im Gitter Zeq + Zes mit der Gram-Matrix (i’ é) sind 4e; die einzigen Vektoren zx

mit (z,z) = 3, jede Isometrie mufl also e; in e; oder in —e; iberfithren. Die einzige
Spiegelung, die e; in —e; tberfiihrt, ist die langs e; , und die einzige, die e; fest 1a8t,
ist die lings ei . Keine von beiden fiihrt das Gitter in sich iiber.

Fiir ein Gitter M bezeichne G 4(M) die Untergruppe aller ® € G4 mit ¢M = M .
Behauptung: Die engeren Klassen im Geschlecht des Gitters M entspechen umkehrbar
eindeutig den Doppelnebenklassen Go\Ga/Ga(M) in G4.

Beweis: Das Geschlecht von M besteht aus allen ®M mit & € G4 . Zwei solche,
etwa ®M und WM gehoren zur selben engeren Klasse, wenn es o € Gg gibt mit
UM = o®M . Dies bedeutet, ¥"1o® € G4(M). Also ist ® € GoWG4(M), und P
und ¥ bestimmen dieselbe Doppelnebenklasse.

Da V' positiv definit ist, ist nach Kapitel 4 der homogene Raum Gg\G4 kompakt. Da
Ga(M) offenin G4 ist, gibt es nur endlich viele Doppelnebenklassen Go\Ga/Ga (M),
also nur endlich viele engere Klassen und erst recht nur endlich viele Klassen. Sei h
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die Anzahl der Klassen und h™ die Anzahl der engeren Klassen im Geschlecht von M .

Durch die (disjunkte) Zerlegung
Ga= U?;rlGQ(I)iGA (M)

erhalt man
h+

/ /
h

=1 /GQ\GQ@GA(M)cbil

ht

:Z/ wa mit M; = &; M
i=1 Y Go\GoGa (M)

= Z/ wa ( vgl Kapitel 7 )
GQQGA(M )\GA M)

wa wegen der Rechtsinvarianz von wgy

G A(M;) ist eine kompakte Gruppe (weil G, kompakt ist), ihr Durchschnitt mit der
diskreten Gruppe Gg ist endlich. Er besteht aus denjenigen speziellen orthogonalen
Transformationen von Vg, die das Gitter M; in sich transformieren, den sogenannten

Einheiten von M; mit Determinante 1. Thre Anzahl wird mit E"'(

letzte Ausdruck wird damit

(letzteres wegen der Rechts- und Linksinvarianz von w ).

Sei E(M;) die Anzahl aller Einheiten von M; . Bei Siegel kommt die 37

Zusammenhang mit unserer Summe:

Fir die Summanden unterscheiden wir zwei Falle:

i /
= —_— WA
ZE+(Mi) GA(M) ZE+ (Mi) Ja )

i= 1E(M)

M;) bezeichnet. Der

vor.

1. M; gestattet keine orthogonale Transformation mit Determinante —1. Dann zerfallt
die Klasse vom M; in zwei engere Klassen, etwa vertreten durch M; und M/, und fiir

beide ist E = Et.

2. M, gestattet eine orthogonale Transformation mit Determinante —1.

Klasse von M; zugleich die engere Klasse, und E = 2ET .
Das ergibt

Nun haben wir

» o=t

Dann ist die

(2

hoo9
:ZE<M>

i—1



Das letzte Integral ist

wA :/ Weo * /
/GA(M) H (M)

Wir setzen die in Kapitel 9 und 12 gefundenen Werte fiir die lokalen Integrale ein:

n(n+1)
m 4

1. (n=-DH(n-2) n—1
Woo =(5)" 2 -(detd) = « ———-—
/cm 2 [[;-.T(3)

1 _pn=1) n(n 3) n
=—A,p T .p¥ - det Al fiir m > 20 + 1
G(Mp)

n(n—1)

Die (fiir m > 26+1) von m unabhingigen Zahlen A,,p~™~ 2z sind die Siegel’schen
ap .
Man erhalt
rL(n+l)
n+1
wa (det A)” ap
/GA<M) T2 HJ 1 T(3) H

Zusammen mit (1) haben wir nun

Satz 16.

n(n+1)

h 1 3 n
@) ZEI :F(2)F(2) ...... r'g)- (detA) / o

— E(M;) 1, o Go\Ga
Die Minkowski-Siegel’sche Formel besagt, dal an Stelle des letzten Integrals der Faktor
2 stehen sollte ( [S],Formel (72) auf Seite 568). Die Formel (2) zeigt, dafl der Minkowski-
Siegel’sche Satz dquivalent ist zur Aussage, dal das Volumen eines Fundamentalbereichs
fiir die Adele nach den Hauptadelen der speziellen orthogonalen Gruppe G gleich 2 ist.
Dieses Volumen heiit die Tamagawa-Zahl von G, kurz 7(G) .

Im néchsten Kapitel wollen wir zur Minkowski-Siegel’schen Formel einige Beispiele rech-
nen. Danach wollen wir 7(G) = 2 beweisen nach [W2], Seite 76-116. Dort werden fiinf
Typen von klassischen Gruppen gleichzeitig behandelt, wodurch der Beweis natiirlich
sehr lang und durch Fallunterscheidungen unterbrochen wird. Diese Vorlesung versucht,
den Spezialfall der orthogonalen Gruppen moglichst durchsichtig darzustellen. Ganz zum
Schlul werden wir uns sogar wieder auf den positiv definiten Fall zuriickziehen, obwohl
wir die Existenz des Tamagawa-Mafes fiir Formen von beliebigem Index (und Dimension
> 3) eingesehen haben und auch klar sein wird, welche Zusatzbetrachtungen man im
allgemeinen Fall anstellen miifite.
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