11. Berechnung der p-adischen Integrale fiir fast alle p

Der Tangentialraum T3(G) (vgl. Kapitel 8) bestand aus allen Matrizen Y, fiir die AY
schiefsymmetrisch ist. Dabei war A die fiir die ganze Vorlesung gegebene symmetrische
invertierbare Matrix mit Koeffizienten in Z. Wir benutzen weiter die Basis {A™! (e, —
esr)}r>s von T1(G). Seien y,.s die Koordinaten beziiglich dieser Basis:

Y =3 o, YrsA" (ers — €sr) . Dann sei dY, = dyo1p....dynn—1, das in Kapitel 3
beschriebene Volumenelement iiber @Q,, . Nach den Formeln des Kapitels 8 (die iiber Q
definiert waren und in allen Q,, ihren Sinn behalten) ist

dy,
|det(1+Y)|p~*

vermoge der Cayley-Transformation auf Gg, aufgefat invariant gegen Translationen in
der Gruppe, also ein Haarsches MaSf. Dieses bezeichnen wir kurz mit wp -

Es war
Go, = {X e M,(Q,) | X'AX = Aund det X =1}

Die X mit Eintrégen in o, bilden (wegen det X = 1) eine Untergruppe G,,, und
G,, ist kompakt, hat also fiir das Haarsche Maf§ endliches Volumen. Dieses wollen wir
berechnen, zunéchst unter der Voraussetzung, dafl p2det A:

1. Schritt: Wir teilen Gup in Kongruenzklassen mod p: P; = P, mod p, wenn P; und
P, koeffizientenweise kongruent sind mod p, also P, = P, + pQ mit ganzem @ . Da
Py ' ganz ist, gilt P = Py(1+ pPy 'Q), und die Klammer ist = 1 mod p. Ist also

U={X€eG,, | X =1modp}

so ist
PP=Pomodpe PLePy-U

Es gibt nur endlich viele Kongruenzklassen (sicher weniger als p”2 ), etwa k. Wegen der
Invarianz von w, haben sie alle das gleiche Volumen. Daher ist

/ wp:k-/wp
a U

2. Schritt: Ist X <Y bei der Cayley-Transformation, so gilt
XeU<sY=0modp
Beweis: Ist Y = 0 mod p, so ist offensichtlich
X=(1+Y)'(1-Y)=1modp, also X €U

Ist umgekehrt X = 1+ pT mit ganzem T, soist ¥ = (1 — X)(1+ X)) ' = —pT(2 +
pT)~t =0mod p, weil p#2.

Nach Definition von w, ist nun

dy, n(n—
/wp:/ —pH:/ dY, = p~ =5
U Y =0 mod p | det(]- + Y) P Y =0 mod p
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Nach Schritt 1 und 2 bleibt nun k auszurechnen. Dazu lesen wir alles modulo p
und erhalten statt V einen Vektorraum V iiber F,. Wegen ptdetA tragt V ein
nicht ausgeartetes Skalarprodukt, und p # 2. Jede Kongruenzklasse mod p liefert
durch Redukion mod p eine spezielle orthogonale Transformation von V. Aber auch

umgekehrt: Jede spezielle orthogonale Transformation ¢ von V ist Reduktion mod p
eines P € G,, .

Beweis: Zu ¢ nehme man irgendein Urbild Py € M,(0,). Das muf natiirlich nicht
schon in G,, liegen, aber weil ¢ orthogonal ist, ist

P{APy = Amod p
Jetzt kommt Hensel: Angenommen, man hat schon Py, Py, ....., P, mit

Py,=P,_imodpr firk=1,.....m

(1) P/ AP, = Amod p**! fiir k=0,....m

Dann setzt man P, 41 = P, +p™ 1T , wobei man T so bestimmt, daf8 (1) auch fiir
k=m+1 gilt. Namlich: Aus

P! AP,, = A+ p™ " X mit ganzem X
folgt
Pl APpi1 = A+ p" X 4 p" Y (PLAT + T'AP,,) + p*™ 2T AT
= A+ p" Y X + P, AT + T'AP,,) mod p™ "2 weil 2m + 2 > m + 2

Da p # 2 und P, und nach Voraussetzung auch A~! ganz fiir p ist, kann man

T = —%A‘lPT’n_lX setzen und erhélt

Pl APy = Amod p™t?

Nach Konstruktion der Folge existiert P := lim P,,. Er erfullt P’AP = A. Aus
det Py = 1 mod p folgt det P = 1mod p, und aus P'AP = A folgt (det P)2 =1. Da
p#2,folgt detP=1.

Die gesuchte Zahl k ist also gleich der Zahl der speziellen orthogonalen Transformationen
des durch Reduktion modulo p entstandenen Vektorraumes V iiber IF,. Diese haben
wir in Kapitel 10 bestimmt. Danach erhalten wir

Fir pf2det A ist

1—p )1 —p™...... 1—p (D) wenn n ungerade
(2){(1?)(1?)(19 ) g
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Dieses Ergebnis setzt uns in den Stand, das Tamagawa-Mafl auf G4 zu definieren: Sei
Y — X = X(Y) die Cayley-Transformation T(G) — G . Fiir alle v (= oo oder eine
Primzahl) ist durch

dy,
X)w, = X(Y)— v
Ga, J(X /T1<G>u Fx ))\det(lJrY)IT1

(falls der Trager von f in {det(1+Y) # 0} enthalten ist) ein invariantes Integral auf
Gq, definiert. Fiir die Primzahlen p ist G,, eine kompakte Untergruppe, und man

setzt
)‘p:/ Wp
G

Aus den Formeln (2) folgt, daBl das [], A, absolut konvergiert, wenn n > 3 (auf die

endlich vielen p|2det A kommt es fiir die Konvergenz ja nicht an). Dies ist der entschei-
dende Punkt: Es gibt Gruppen, fiir die das entsprechende Produkt nicht konvergiert.

Die Adelgruppe von G ist
Ga=Ug (GS X GS)

wobei S durch alle endlichen Mengen von Bewertungen lauft und

Gs =[] Go, wdG®=]]G.,
veS pES

Wir nehmen auf dem endlichen Produkt Gg das Produktmafl wg = Hve gwy und auf
der kompakten Gruppe G° dasjenige Haarsche Mafi w® , fiir welches G das Volumen
Hpes Ap bekommt. Dann nehmen wir auf Gg X G*® das ProduktmaBl wgw? .

Wenn S C T, dann ist Gg x G° C Gp x GT'. Die Einschrinkung von wrw? auf

Gg x G ist ein Haarsches MaB auf Gg x G° ebenso wie wg x w® . Die beiden sind also
proportional. Fiir jede Funktion der Gestalt f(z) = [[,cg fo(20) - [[,¢51c,, lefern
sie denselben Wert ( 1 = Indikatorfunktion). Daher sind sie gleich.

Ist nun f eine stetige Funktion mit kompaktem Trager auf G4, so ist dieser Trager
in einem passenden Gg x G° enthalten. Wie gerade gesehen, ist das stXQS fwsw®
von S unabhéngig, und dieser Wert wird als das Tamagawa-Maf3 fGA fwa auf Gy
definiert. Es ist wie die w, linksinvariant. Aus seiner Konstruktion und aus Satz 9,
Kapitel 7 folgt, dal auch G4 unimodular ist
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