10. Abzahlungen mod p

Um spéter die p-adischen Integrale auszurechnen, zéhlen wir Vektoren mod p auf
Sphéren und orthogonale Transformationen mod p. In diesem Kapitel sei p # 2 und
zuerst

p#0
Ein zweidimensionaler Vektorraum FE iiber F, ist entweder eine hyperbolische Ebene

oder (als Vektorraum) isomorph zur quadratischen Erweiterung Fp(\/g) iber F, mit
der Normform x? — dy? . Dabei ist d ein Nichtquadrat in F,. Fiir die Anzahl A(E, p)
der Vektoren z € E mit (z,z) = p findet man

p—1 wenn E hyperbolisch
p+1 wenn E anisotrop

1) AE.p) = {

denn die hyperbolische Form kann auf (z,x) = zjzs transformiert werden, und die
Norm ist ein Homomorphismus von ]F;Z auf IE‘; , ihr Kern hat also p+1 Elemente. Fiir
die Darstellung der 0 findet man

| 2p—1 wenn E hyperbolisch
A(E,0) = { 1 wenn E anisotrop

Jeder mindestens dreidimensionale Raum iiber ), stellt 0 dar, von ihm kann man also
eine hyperbolische Ebene abspalten. Ist nun V =U L H und H hyperbolisch, so ist

A(V,p) =" AU, p)A(H, p — p)

= (2p— VAU, p) + Y (0= DA, p) =p- AU, p) + (p— 1)p"°
n#p

Um eine Rekursion zu haben, schreiben wir voriibergehend A(n, p) statt A(V,p). Dann
haben wir

A(n,p)=p-A(n—2,p) + (p— 1)p" 2

Dasselbe gilt fiir n — 2¢ anstelle von n, solange n —2i > 3:

Aln —2i,p) = p- Aln = 2i = 2,p) + (p— L)p" 22
Diese Gleichung multiplizieren wir mit p° und summieren iiber i =0, ....,k:
(2) A(n, p) = p" 1 A(n — 2k — 2,p) +p" ! —p"F 2

Dies funktioniert, solange n —2k —2 > 1, also 2k <n —3.
1. Fall: n gerade: Man schreibt

V=HL1... L H 1 E (H hyperbolisch, dim E = 2)

Man nimmt k£ = % — 2 und erhalt

(3) A(n,p) =p2 A2,p) +p" ! —p?
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Mit A(2,p) ist natiirlich A(E,p) gemeint, nach (1) also p—1 oder p+ 1, je nachdem
ob E hyperbolisch oder anisotrop ist. Nun ist

E hyperbolisch < —det E Quadrat < (—1)% det V Quadrat

Wir konnen einheitlich schreiben

—1)2 det V
A(B,p) =p—emit e = ({22 9Y
p
Setzt man dies in (3) ein, so erhilt man
(4) A(V,p) =p" "t —epET!

2. Fall: n ungerade. Jetzt schreibt man

und nimmt k = "7_3 . Dann erhalt man

n—1

AV, p) = p™T A(Fpe,p) +p" ' —p™2

Offensichtlich ist
A(F, e, p) = {g Yven‘n p(e, e) Quadrat
sonst

Bis auf ein Quadrat ist (e,e) gleich (—1)an1 det V. Setzen wir

(—1)%1pdetV

/
€ =
( p

)

so erhalten wir

(5) A(V,p) =p" ' +ep T

Jetzt wollen wir auch noch die isotropen Vektoren zihlen (also die x # 0 mit (z,z) =0).
Die Formel (2) gilt kraft ihrer Herleitung auch fir p = 0. Bei geradem n benutzen wir
sie fiir k= § —2. Die Anzahl aller = €V mit (z,z) =0 ist

A(V,0) = pE T A(E,0) +p" !~ p#

und
1 wenn F anisotrop , das heify e = —1

A(E,0) = {2;0 — 1 wenn E hyperbolisch, das heifit e =1

Das ergibt

4 _JpE~l4p» ! —p% wenn E anisotrop
(V‘? 0) - 2 2-1 n—1 i
pz —pz l4p wenn F hyperbolisch
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Die Zahl A*(V,0) der isotropen Vektoren ist 1 weniger. Unter Benutzung von ¢ kann
man sie einheitlich schreiben:

A*(V,0) = (p% —e)(p? ' +¢)
Fiir ungerades n folgt aus A(1,0) =1, daB A(n,0) =p" 1. also
A*(V,0) =p"t —1
Mit Hilfe dieser Formeln kénnen wir zdhlen, wie viele orthogonale Transformationen
V' gestattet. Dazu nehmen wir eine Orthogonalbasis eq,....,e, von V iber F,, mit
(e;,€;) =: a; . Fiir jede orthogonale Transformation T ist (Te;,Te;) = a; . Umgekehrt:
Wenn (z,2) = «;, dann gibt es eine orthogonale Transformation T mit x = Te; , und

solange dimV > 2, kann detT =1 genommen werden. Daraus folgt: Wenn G(V) die
spezielle orthogonale Gruppe ist, dann gilt

IG(V)| = A(V,a1) - |G(]Fp€2 1. 1 Fpen)|
Setzt man V; =Fpe;41 L ..... L Fpe, , so folgt rekursiv
IG(V)| = A(Vo, a1) A(V1, a2)..... A(Viy—2, 00— 1) | G(Fpen)|

und der letzte Faktor ist 1. Aus den Formeln 4 und 5 erhalten wir

—0p—10p
A(Vn72,an,1) =p— (71)
p
— 1y
AV, 0 0) = % + (—2=100)p

Qp—30p—20p 10

A(Vn—4a an—3) = p3 - ( » )p
O30y —2C0y—1 0y,
AV ) = pt o (P20 2

Wenn n ungerade > 3 ist, hat man am Ende

AVi,a0) =p" 2 — (

AVp,oq) =p" "+ (

Hier kann man die Faktoren paarweise zusammenfassen und erhélt
(6) IG(V)] = pH2HF 0D (1 - p=2)(1 = pd)..... (1 — p (D)

Wenn n gerade ist, dann bleibt V{ iibrig, und man erhalt

(7) |G(V)| _ p1+2+....+(n—1)(1 _p—2)<1 —p_4) ----- (1 _p—(n—2))(1 _(Ar etV -8
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