8. Die orthogonale Gruppe als reelle Mannigfaltigkeit

Das Haarsche Mafl auf einer lokal kompakten Gruppe ist nur bis auf einen Faktor
bestimmt. Ist jedoch G die spezielle orthogonale Gruppe einer tiber Q definierten
quadratischen Form, so besitzt ihre Adelgruppe G4 ein ausgezeichnetes invariantes In-
tegral , das sogenannte Tamagawa -Maf3. Dieses soll in den néchsten Kapiteln beschrieben
werden. Dazu benétigt man eine bereits iiber Q definierte Differentialform, mit der man
dann in allen Q, rechnen kann.

A sei eine symmetrische Matrix mit rationalen Eintrdgen, und nicht singuldr. Die
zugehorige reelle spezielle orthogonale Gruppe ist

G={PeM,(R)|PPAP = A, detP =1}

Sie ist in der offenen Teilmenge det P > 0 des n?-dimensionalen Raumes M, (R) das
Nullstellengebilde von F(P) = P’AP— A . Als solches ist G eine reelle Mannigfaltigkeit

n(n—1)
2

der Dimension , ndmlich:

Nach Definition beschreibt F : R™ — R* durch F(P) = 0 eine Mannigfaltigkeit G
der Dimension m — k, wenn F' in jedem Punkt Py von G differenzierbar ist und die
Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) Dp F' den Rang k hat. Diese Funktionalmatrix ist in
unserem Falle eine Matrix mit w Zeilen und n? Spalten, die man sich lieber nicht
(in irgendeiner Anordnung der Zeilen und Spalten) hingeschrieben vorstellen mochte.
Stattdessen gehen wir auf die Definition der Differenzierbarkeit von Abbildungen von

R"’ nach Rn(n;l) zuriick: F ist differenzierbar im Punkte Fp, wenn es eine lineare
n(n+1
Abbildung L = Lp, vom R™ in den R™Z gibt , derart daf
.. |Rest| .
F(P)— F(Py)) = L(P — Py) + Rest(P;Py) mit PRy — 0 fir P - Py
— 1o

L ist dann die Jacobi-Abbildung. Hier haben wir

F(P)— F(Py) = PPAP — PJAPy = (P' — P}))APy + PSA(P — Py) + (P' — P))A(P — Py)

Der letzte Term ist quadratisch in P — Py, also konnen wir Lp, ablesen:
Lp,(X)=X"APy + PJAX

Alle Matrizen Lp,(X) sind symmetrisch. Umgekehrt: Wenn S = 5", so mufl man nur
X = 1A1P[7'S setzen (beachte, da die P € G invertierbar sind), um Lp (X) = S
zu erhalten. Also besteht das Bild von Lp, aus allen symmetrischen Matrizen. Nach
Definition ist G' eine Mannigfaltigkeit der Dimension n? — % = % .

Der Tangentialraum am Einselement besteht nach Definition aus allen X mit Li(X) =

0. Hier ist also
T (G)={X e M,(R) | AX + X'A =0}

Es gibt nun fiir die orthogonale Gruppe eine Besonderheit: Man kann die (0 enthaltende)
offene Teilmenge det(1+X) # 0 des Tangentialraumes rational auf die offene (Eins ent-
haltende) Teilmenge det(1+ P) # 0 in G abbilden und dadurch eine Parameterdarstel-
lung erhalten. Dies ermdglicht es, dieselben Rechnungen in anderen Erweiterungskorpern
von Q aufler R anzustellen, zum Beispiel in den Q,, . Doch bleiben wir zunéchst in R.

Wenn A positiv definit ist, dann ist die Parameterdarstellung sogar iiberall definiert:
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Lemma 1. Wenn A = A’ positiv definit und AX schief und € = +1, dann ist 1+eX
invertierbar.

Beweis: Wenn v € R™ und (14 eX)v =0, dann ist
vV Av = —v' AeXv = eV (AX) v = v/ X' Av = —e*v Av = —v' Av

Daraus folgt v =20.

Im allgemeinen beschrénken wir uns auf den offenen Teil det(1+ X) # 0 von T1(G).
Dort ist
fX)=0+X)711-X)

wohldefiniert.

Satz 13. (Cayley) Die Abbildung f ist eine Bijektion von {X € T1(G) | det(1+ X) #
0} auf {Y € G| det(1+Y) #0}.

Beweis: 1. Wenn X € T1(G) und det(l + X) # 0, dann ist f(X) € G, ndmlich:
FXYVAFX)=(1-X)1+X)TAQ+X) 711 - X) =

1+ AXAHA -AXAH A0+ X)) 1 -X)=A4

und
det(1—X) = det(1—X"') = det(1-A' X’ A) = det(1+X), also det[(1+X) '(1-X)] =1
Also ist f(X) € G. und
det(1+ f(X)) =det(1+ (14 X)) 11— X)) =det{(1+ X)) 1.2} #0

2. Sei P € G und det(l1+ P)# 0. Man setzt X = (1 + P)~*(1 — P). Dann ist

AX+X'A=A0+P) ' 1-P)+(1-P)Y1+P) A=

AQ+P) "1 -P)+(1-AP'A Y1+ APPA™H) 1A

=Al+P)'"Q-P)+ A1 -P HA+P H =0
und
det(1+ X) =det(1+ (1+ P)"'(1 - P)) =det(l + P) *det(l1+ P+1—P)#0

Also liegt tatséchlich X im Teil det(1+ X) # 0 von T3(G), und man rechnet leicht
nach, daf§ f(X)= P (die Matrix _11 }
Damit sieht man auch, da} f bijektiv ist.

ist bis auf einen Faktor ihre eigene Inverse).

Jetzt wollen wir feststellen, wie die Gruppenmultiplikation im Tangentialraum aussieht.
Das heift, zu gegebenem X, Y in T (G) suchen wir Z € T1(G) mit f(Z) = f(X)-f(Y).

F2)=fX)- f(Y) & Z=(0~f(X)- f(Y) 1+ f(X) fY)' &
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Z=1-01+X)'0-X)A+Y) ' 0-Y)]-14+1+X) 1 -X)1+Y) ' -Y)!
=1+X)MO+X)1+Y)-(1-X)1-Y)A+Y) "
{(1+X) MO+ X)+)+ (1 -X)1-)]A+Y) 1}

=(1+X)'(X+Y)A+XY) 11+ X)

Setzt man also

(1) Ax(V) =1+ X)X +Y)1+XY) 11+ X)

so gilt

1. Ax(Y) ist definiert fiir alle X,Y € T1(G) mit det(1+X)-det(1+Y)-det(1+XY") #

0
2. Firalle X,Y € T1(G) mit det(14+X)det(1+Y) det(1+XY) # 0 ist das Diagramm

o ¥ g
fr T f
(G X TG

kommutativ

wobei der Exponent * bedeutet, dal nur die X,Y eingesetzt werden sollen, die den
angegebenen Bedingungen gentigen.

Jetzt ist es nicht so schwierig, die Jacobi-Abbildung von Ax (als Funktion von Y') zu
berechnen:

Ax (V) = Ax(Yo) = 1+ X) ™ {(X+ V)1 + XY) ™' = (X +Yo)(1 + XYp) ' }(1 + X)
Die geschweifte Klammer ist
=Y - Y1+ XY) '+ (X +Y)[(1+XY)' - (14 XYp) Y
Die eckige Klammer ist
=1+ XY) XY -1+ XYp) !
Die Summe ist
=V = Yo) (1 + XYp) ™' — (X +Yo)((1+ XYo) X (Y — Vo) (1 + XYo) ™' + ...

=1 — (X +Y)(1+XY) ' X](Y - Yo)(1 4+ XYo) ' + ...

wobei ..... Terme bedeutet, die mindestens quadratisch in Y — Yy sind.
Esist (1+XYp) ' X = X(1+Y,X)~!. Dies eingesetzt, erhiilt man nach kurzer Rechnung

Ax (V) = Ax(Yo) = (1= X)(1+ Yo X) N Y - Yo) (1 + XYo) '(1 4+ X) + ...
Hieraus kann man die Jacobi-Abbildung ablesen:
Jacy, A\x)(T) = (1 = X)(1+ Yo X)™' - T- (14 XYp) ' (1 + X) fiir alle T € T, (G)

51



Jacy, (Ax) ist eine lineare Abbildung von T3 (G) auf sich. Thre Determinante ist von der
(zur Berechnung benutzten) Basis von 77(G) unabhéngig. T1(G) = {T | AT = —(AT)'}

besitzt als Basis die % Matrizen A~Y(eqs — es), 7 > s, und fiir diese ist

Jacy,(A\x) (A eps —eor) = (1 = X)(1 + Yo X) TA  eps — €5 ) (1 + XYp) 71 (1 + X)

=AM A+ XA+ YIX ) Hers —eor) 14+ XYo) 11+ X) = A7HC (es — €4)C

mit C = (14 XYp) 1 (1+ X). Das zeigt: Die Determinante von Jacy,(\x) ist dieselbe
wie die Determinante der Abbildung S +— C’SC im Raum der schiefsymmetrischen Ma-
trizen. Diese Determinante ist eine multiplikative Funktion von C' und deshalb = 1,
wenn C' eine elementare Matrix 1 + Ae;, ist (weil jede elementare Matrix ein Kom-
mutator von zwei Matrizen ist). Also brauchen wir die Determinante nur auszurech-
A1
nen, wenn C = eine Diagonalmatrix ist. In diesem Falle ist sie
An
= [Lis; Aidj = [Ti2, A7~ ' = det C™ 1. Das ergibt

det(1 + X)

det Jaey, (\x) = 1500 T xvy)

]n—l

Die Y € T1(G) driicken wir durch die eben benutzte Basis aus: Y =) _ Yrs A7 (ers —
esr) und setzen dY = Apssdyrs. Das ist eine Differentialform hochsten Grades auf

dZ = det Jacy (Ax) dY

Satz 14.
dz dY

det(1+ Z)n=1  det(1+Y)n—1

Beweis: Wir setzen den gefundenen Ausdruck fiir die Jacobi-Determinante ein:

az B det(1+ X)"!
det(1 + Z)»=1  det(1+ XY)n—1.det(1+ Ax(Y))n—!

ay

Setzt man den Ausdruck (1) fir Ax(Y) ein, so erhélt man nach kurzer Rechnung die
Behauptung.

Satz 14 kann man auch so ausdriicken: Die Differentialform
dY
det(1+Y)n—1
ist invariant gegen Ay . (Das gilt fiir alle X,Y, fiir die det(1 + X)det(1 4+ Y)det(1 +
XY)#0)

Mit Hilfe der Cayley-Transformation wird daraus eine in einer Zariski-offenen Einsumge-
bung in G definierte Differentialform w hoéchsten, das heifit @ -ten Grades: Sei

U={PeG]| det(l1+P)#0}
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Offenbar ist U =U"1. Fiir P € U setzen wir

dX

w(P) = det + X1’ wenn P = f(X) = (1+X)"*(1 - X)

Ist Py € G beliebig, so ist FPyU eine offene Umgebung von Py. Die P € PyU sind
durch die Parameterdarstellung P = Py f(X) mit X € T1(G) und det(1+ X) # 0
gegeben. Wir setzen

dX

(2) wp, (P) = W

Satz 15. Wenn P € PyU N P,U , dann ist

wp, (P) = wp, (P)

Beweis: Wenn P = Pyf(Y) = Pif(Z) , dann ist f(Z) = P 'RPyf(Y) = Q- f(Y).
Wenn Q = f(X), dann ist f(Z) = f(X)- f(Y), also Z = Ax(Y) und nach Satz 14

dZ B dy
det(1 + Z)»=1  det(1 +Y)n-1V’

also wp, (P) = wp, (P)

Ist hingegen P, Py ¢ U, so nehmen wir einen Punkt R € U N PU N PU N P,.U
(dieser Durchschnitt ist nicht leer, weil U Zariski-offen und G (als algebraische Menge)
irreduzibel ist). Dann haben wir (unter Benutzung von U = U~1)

P e PRUNRU und R™*P € U also wp, (P) = wr(P) nach Schritt 1

und dasselbe mit P; statt Py, also zusammen wp,(P) = wr(P) = wp, (P).

Folgerung: Durch (2) wird eine Differentialform w auf G wohldefiniert. Nach Kon-
struktion ist sie linksinvariant.

Diese Differentialform liefert ein Integral auf Gg, das zugehorige (nicht orientierte) Vol-
n(n—1)
umenelement bezeichnen wir mit w., und das Lebesguemafl im R™ 2z mit dX .

Nach der Integraltransformationsformel aus Analysis Il ist ws nur von w, aber nicht
von der Parameterwahl abhangig. Insbesondere ist wy, auch linksinvariant. Fiir alle
Funktionen g mit Trager in U ist

dX oo
Lot = [ o s e

| |o ist der Absolutbetrag.
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