6. Minkowski’sche Ungleichungen, der Fall n = 2r

Wir behandeln zuerst den Fall n = 2r = 4 und fihren den Fall n = 2r > 4 auf diesen
zurick.

Den vierdimensionalen Vektorraum V mit zwei zueinander senkrechten hyperbolischen
Ebenen kann man realisieren als Vektorraum der zweireihigen Matrizen mit der quadrati-
schen Form

(z,2) = 2detx

(auf diese Idee hat Herr Freitag mich gebracht). Die zugehorige symmetrische Bilinear-
form ist

(,y) = det(x +y) — detx — dety = x11y22 + Ta2y11 — T12¥21 — T21Y12

1 0 0 0
U ‘= €11 = 0 0 y U1 i= €22 = 0 1

bilden ein hyperbolisches Paar, und

0 1 0 O
Uz 1= €12 = 0 0 , V2 1= —€21 = 10

das dazu senkrechte.

Die Matrizen

Lemma 1. Jede orthogonale Transformation T von V mit Determinante 1 hat die
Gestalt
T(X)=AXB

mit invertierbaren Matrizen A und B mit det A-det B=1.
Beweis: T(eq1) ist # 0, aber detT(e;;) = 0. Daher ist T(ej;) eine Matrix vom Rang
1, also von der Gestalt ab’ fiir zwei Spalten a,b # 0. Analog ist T(e22) = ed’ . Die
Isometriebedingung lautet

1= (611, 622) = (ab’, Cd/) = (a102 — agcl)(b1d2 - —bgdl)
Das zeigt, dafl a = <a1 ) und ¢ = <01 ) nicht proportional sind, ebenso nicht b und

ag Co
d . Die Matrizen
_[a1 a _ by bo

A= <a2 02) und B = (dl d2>
sind daher invertierbar, und man findet nach kurzer Rechnung

AenB = T(en), ABQQB = T(egg)
Damit T eine orthogonale Transformation ist, mufl det A - det B =1 sein. Setzt man

S(X)=A"'T(X)B™!

so ist S eine orthogonale Transformation mit S(e11) = e;1 und S(eas) = €22 .
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Die Links- ebenso wie die Rechtsmultiplikation mit einer Matrix A, betrachtet als lineare
Transformation des Vektorraumes der n -reihigen Matrizen, hat bekanntlich die Deter-
minante (det A)™. Folglich hat X — AXB die Determinante (det A - det B)?. Wegen
det A-det B =1 ist das = 1. Die Transformation S bewirkt nun eine orthogonale
Transformation mit Determinante 1 in der von ejs und es; aufgespannten hyperbolis-
chen Ebene. Alle solchen sind von der Gestalt

1
€12 = Ae1g, €21 62

Dies wird bewirkt durch die Transformation X — CXC~! mit C = (8 (1)> (welche

e11 und egy fest 1iBt). Also gilt T(X) = AC XC~ !B fiir alle X, und Lemma 1 ist
bewiesen.

Damit die Abbildung (A, B) — T4 5 ein Homomorphismus wird, definieren wir

Tap(X)=AXB

Nach Satz 6 des vorigen Kapitels kann man A schreiben als A = PDI" mit P in der
kompakten Untergruppe, einer Dreiecksmatrix (Cg ; > mit
2

(1) |d1| < cl|dy]

1
und T' € GL(2,Q) . Die Matrix ( de6F (1)> - T liegt immer noch in GL(2,Q) und hat
1 -1

aber Determinante 1. Den Faktor de(t)F (1) schlagen wir zu D (dabei &ndern sich

die |d;| nicht wegen der Produktformel) und erhalten eine neue Darstellung A = PDT
mit denselben |d;| und detT' = 1. Dasselbe machen wir mit der Matrix B und haben

B=QEA mit E = (eol ., ) md

(2) le1] < cles]

Und dann ist

(3) Tap =1TpQTp el A

Um die |\;| ins Spiel zu bringen, kehren wir zur Basis w1, us,v1, vy zuriick. Beziiglich
dieser Basis ist die Linksmultiplikation L4 mit A beschrieben durch

ar 0 0 —aiz
L= 0 a1 a2 0 _ ait a2 W
0 as1 Qa922 0 —ag W a22
—a921 0 0 a2

. 0 -1
m1tW<1 0>.
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Fir die Rechtsmultiplikation mit B’ erhilt man

B 0 5 .
Rp = (0 B’)’ B = Adjunkte von B

1. Behauptung: Wenn P € SO(2,R), dann bilden Lp und Rp/ die Raume VT und
V'~ auf sich ab.
Beweis: VT war aufgespannt von u; +v; und us + vo. Nach der Identifikation von

V' mit dem Matrizenring sind dies die Matrizen <é (1)) und (_01 (1)> . Sie spannen

den Raum aller <2 —)\,u ) auf, und dieser wird bei Links- und Rechtmultiplikation mit

cosa —sina

Drehmatrizen .
siha cosa

> auf sich abgebildet . Das Gleiche gilt fiir den Raum

V'~ , der aus allen (A H ) besteht.
woo—A

2. Behauptung: Wenn P € GL(2,0,), dann bilden die Links- und Rechtsmultiplikatio-
nen mit P das Standardgitter o,u; + 0,v1 + 0puz + 0pv2 auf sich ab.

Beweis: Offensichtlich haben in diesem Falle die Matrizen Lp und Rp ganze Eintrage
und sind auch ganz invertierbar (weil det P Einheit in o, ist).

Folgerung: In der Zerlegung (1) ist Tpg € K, also Ta p € K - Tp gGg
Es bleibt also Tp g zu betrachten. Es ist

dy * E 0 i E
TD,E:LDRE’:<01 d2>(0 E‘l):< 10 d2E/>

Die ersten beiden Diagonalglieder dieser Matrix sind A\; = dye; und A = dyes. Da
Tp,r eine orthogonale Ttransformation ist, ist det D -det E = 1, also dijdsejes = 1.
Nun folgt

A
5l= |Z—;| < ¢ nach (2)

und J
A As| = |deres| = 'Il' < ¢ nach (1)
2

Das sind die Minkowski’schen Ungleichungen im Falle n =2r =4.

Satz 8. Sei n = 2r > 4. Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(V) mit der Eigenschaft: Zu
g € G4 gibt es v € Gg derart dal

(4) Ailgn)| < el Aiva(gy) fiiri =1, ....r =1 und |Ar—1(g7)Ar(97)] < ¢
(4) sind die Minkowski’schen Ungleichungen, wenn n = 2r.
Beweis: Die ersten r — 1 Ungleichungen folgen wie in Satz 7, Kapitel 5, wenn v wie

dort minimal gew&hlt wird. Wir behalten die Bezeichnungen aus Satz 7 bei. Nur der
Raum W ist jetzt nicht mehr vorhanden. Wir schreiben
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gy = mp mit p = ()‘17 ceeey )‘T)¢1ua1""¢ur—1ar—1
= (A17 seeey )\’r—27 1a 1)¢u161 """ (bu,,a,zb,,«fz . (1a ceey 17 A7‘—17 AT‘)(bu,«,laT,l
mit b; = (1,....,1, A\p_1, A\r) a; . Wir setzen

(17 ceeey ]-7 A’r‘flu AT)¢UT71GT71 = ]5

Bei der natiirlichen Einbettung von G(H,_1 L H,) in G wird die Standard- kompakte
Untergruppe der ersteren in K abgebildet. Nach dem schon bewiesenen Fall n =4 gibt
es ¥ € Go(Hy—1 L H,), welches wir uns durch Identitdt in Hy; L ... L H,_o auf V
fortgesetzt denken, und m € Gao(H,—1 L H.) N K mit

pY = ’f:h(l, ceeey 17/1/7‘71) ,Ur)¢u7,,1e

mit einem gewissen Vektor e € (H,.)4 , so dafl

(5) lpr—1] < elpr] und |pr—1pr| < c

Dann wird mit gewissen durch die Vertauschungsregeln entstehenden d;
g’Y:Y = mp;? = m()‘la ceeey A7‘—27 1; 1)¢u1b1~-~-¢u7~,2b,,~,2p~’?

=m(A1y e, Arm2, L, D) Py by oo @b oMLy ey 1y flr— 15 o) Py e
= mn( A1, oo Arc2, fhr—15 r) Ourdy oo Our_ody s Pur_re
Daraus folgt
Aj(gy )| = [Ay] fiir j=1,...,r — 2
A (v )] = |yl fiir j =7 — 1,7

Wegen der Minimalwahl von v ist |A._1| < |gr—1], also erst recht |[A,_a] < c|A—1| <
c|ptr—1|. Zusammen mit (5) bedeutet das, dal mit ¥ statt v die sdmtlichen Ungle-
ichungen (4) bewiesen sind.

Mit Hilfe von Satz 7 und 8 wollen wir einen Bereich S in G 4 konstruieren, der jedenfalls
ein Vertretersystem fiir G4 nach Gg enthilt und von dem wir im nachsten Kapitel
beweisen wollen, daf er endliches Volumen hat (fiir ein Haarsches Mafl auf G4 ). Man
setzt zunachst

(6) Tae={(A1,0; M) | [N] <e)Aigq] fiiri=1,....,7 — 1 und
A < e wenn n > 2r
[Ar—1Ar] < ¢ wenn n =2r

und |
Nao ={buyzy- - Pupm, | i € Wi}

Dann besagen Satz 7 und 8: es gibt ¢ so, dafl
(7) Ga=K- TAﬁcNAG(W)A . GQ
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Zuerst zerlegen wir T4 . : Wir schreiben die Idele A; in der Form

)\i = Qa; - (1, vy Wipy eeenes ) . (tl', 1, ) =.a; - Wj - (ti, 1, )
mit reellem ¢; > 0 und Einheiten w;, in o0, und einem Hauptidel a; € Q" . Das Tupel
w:= (w1, ....,w,) istin K ,und a:= (ay,...,a,) € Go Wir identifizieren die reelle Zahl ¢,
mit dem Idel (¢;,1,....) und bezeichnen mit T, die Menge aller Tupel (1, ....,t,) , die den
Minkowski’schen Ungleichungen (6) (im Folgenden mit (MU) abgekiirzt) geniigen. Der

Torus T4 normalisiert die Gruppe N4 und ist elementweise mit G(W)4 vertauschbar,
und deshalb folgt aus (7), daf

GA:K~TC~NA~G(W)AGQ

Nach dem Kompaktheitssatz gibt es ein Kompaktum E C G(W)4 mit G(W)s =
E -G(W)g . Daraus haben wir

Goa=K-T.-Ns-E-Gg

Mit Hilfe der Operation von Gg von rechts wollen wir N4 noch verkleinern. ( Die Idee
dahinter ist: N ist aufgebaut aus additiven Gruppen, und A = F+Q mit einem relativ
kompakten Fundamentalbereich F')

Zunéchst stort £ zwischen Ny und Gg. Wir schreiben also

Duryr - Pupyr€ = €Duy 2y o Pz,

mit 2z = e ly; . Zur Abkiirzung setzen wir Puazg - -Pu,z. = P . Wir haben

du; = u; + Z Njil;

7<i

mit gewissen durch 2z, ..., %, bestimmten 7;; .

Sv; =v; + Z n;:v5 + Z Cjitj + w;

7>

und fiir w € W4 ist mit gewissen Linearformen f;

dw =w — i:fl(w)u
=2

Fiir einen Vektor . .
SIS yyeet
i=2 i=2

ist dann

®ay = Z)\ +Z)\Z77jl+z:u’lg]l fj UJ+ZM]+ZMJ]]Z UJ+ZMzwz+w

i>7 1<j
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und
¢U121 """ ¢urzr¢u1a1 = ¢u1,zl+¢>a1¢u222 """ ¢’U~,‘ZT

Sei I ein Fundamentalbereich fiir A modulo Q, zum Beispiel [0,1) x [[,0,. Zu
gegebenen 2z, ...,z wahlt man jetzt zuerst ps € Q so, dal die vy -Komponente von
z1 + ®a; in F liegt. Danach wahlt man pg fiir die vz-Komponente, usw. bis . .
Als néchstes wihlt man w € Wy so, da8 die W -Komponente von z; + ®a; in einem
Fundamentalbereich Fy fiir W4 modulo Wy liegt, zum Beispiel Fy = >, Fb;
wenn {b;} eine Basis von Wy iiber Q ist. Zuletzt wihlt man die \; in der Reihenfolge
Ary .3, Ao . Das Ergebnis ist:

Zu zy,...,z- gibt es a; € Wé so, daBl 21 + ®ay € Fy := Y, oo Fuj + > 50 Fvi + Fiy .
Das bedeutet B B

¢u1z1 ~~~~~ (burzr : ¢u1a1 = (bulfl (bquQ""QSurzr mit fl S Fl

Genauso konnen wir ap € Wg suchen, so dafl

¢u2 Zpeeees (yburzr ¢u2 as — ¢U2 f2 (rbugzg ~~~~~~ (Zsur Zr

d)ulzl ...... d)urzr . (;5“1@1 ....... ¢ura7‘ = ¢u1f1 ..... d)urfr mit fz e Fy
Damit ist oben
¢u1y1 """ (bU'ry'V'e = e¢u1fl """ ¢uy~fry»(¢u1a1 """ ¢u7-a7v)_1

€ 6¢“1f1""¢u7‘f7‘ ’ GQ = ¢u11€f1 """ ¢Ur7€fr ’ 6G@

Wenn e durch das Kompaktum FE lauft, dann bleiben die ¢y, ef,-...... Qu,ef, in einem
Kompaktum Np C N4, und wir haben

Ga=K - -{(t1,....,t,)} Np-E-Gg
wobei die reellen positiven Zahlen ¢4, ....,t, den MU geniigen. Bezeichnen wir die Menge

dieser r-Tupel mit T, , so folgt, dall K -T, - N - E einen Fundamentalbereich fiir G 4
nach Gg enthalt.
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