5. Siegelbereiche

Wir erinnern an die Iwasawa-Zerlegung

Ga=K- By
aus Kapitel 2. Dabei war
U1, V15 ...on; Up, U €in maximales System hyperbolischer Paare in Vg
H, die von u; und wv; aufgespannte hyperbolische Ebene
W = ﬂ{leiJ- und wgyy1,...., w, irgendeine Basis von W {iber Q.
Beziiglich der Basis uq, ..., Uy, V1, ..., Up, Wop41, ..., w, bestand B aus allen Matrizen
/\1 *
. * *
0 Ar
1
v 0
0 0
* e
0 * *

b X\; = X\;(b) ist ein Homomorphismus von B in die multiplikative Gruppe, also von
Bg nach Q*, von Bg, nach Q} und von B, in die Idelgruppe I .

Lemma 1. Wenn b€ ByNK , dannist |A\;| =1 fiir i=1,...,7.

Beweis: B, ist abgeschlossen in G4 (es ist durch Nullsetzen gewisser Matrixkoeffizien-
ten in den ersten r Spalten definiert), und K ist kompakt. Daher ist B4 NK kompakt.
Und |A;| ist stetig. Das Bild von By N K ist daher eine kompakte Untergruppe von
RY, . Die einzige solche ist {1}.

Folgerung: Fiir g=k-b € K - By ist

|Ai(g)] := |Ai(b)| wohldefiniert

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis der Minkowski’schen Ungleichungen fiir die \;. Das
bereiten wir vor in der Gruppe GL(n).

Bekanntlich ist jede reelle invertierbare Matrix = orthogonal mal dreieckig:
GL(n,R) = SO(n,R) - B(n,R)
Fir p gilt

Satz 5.
GL(n,Q,) = SL(n,0,) - B(n,Q,)

Beweis: Sei X = (z45)i; € GL(n,Q,). Multiplikation mit einer Permutationsmatrix
> i £ex(i),i € SL(n,0,) von links bewirkt Vertauschung der Zeilen (bis aufs Vorzeichen).
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Deshalb kann man annehmen, daf8 |z11| > |z;1] fiir alle . Dann ist A; := 2% € 0, und

T11
Y =1- Z?=2 i€l € SL(TL, Up) und

11 ... Zip
YX= :

0
Mit Induktion nach n folgt die Behauptung.

Hieraus haben wir die Iwasawa-Zerlegung von GL(n)4: Mit der kompakten Gruppe
K =50(n,R) x[[,SL(n,0p) ist

GL(n)s = K - B4

Lemma 2. Sei dim V = 2. Es gibt eine Konstante e mit der Eigenschaft: Zu g €
GL(V)a mit |detg| =1 gibt es £ € Vi mit |[g€]] <e.

Beweis: Man wéhlt ein Kompaktum C C V4 mit vol(C) > vol(Va/Vg) , zum Beispiel
Coo X ][, My, wo M das Gitter ist, das zur Defintion der Hohe gedient hat ( ||z[|, = ",
wenn pFz primitiv in M, ist). Da |detg| = 1, ist vol(¢~'C) = vol(C). Daher wird
g~ 'C modulo Vg nicht injektiv projiziert: es gibt z,y € g7'C mit 0 £ z—y =€ € Vg .
Dann ist g€ € (Coo — Coo) X [[ M, =: C', auflerdem in V. Auf C' NV} ist die Hohe
beschrénkt, etwa < e, und wir haben ||g¢|| <e.

Satz 6. Sei dim V = n. Es gibt eine Konstante ¢ mit folgender Eigenschaft: Zu
g€ GL(V)4 gibt es v € GL(V)q derart, daB in der Iwasawa-Zerlegung

tl *
gy=m-pmitmée K und p = € By
0 tn

fiir die Idele t; die Ungleichungen |t;| < c|t;+1| fir i =1,...,n — 1 gelten.

Beweis: Induktion nach n, Verankerung fiir n = 2: Wenn |detg| = 1, dann liefert
Lemma 2 einen Vektor £ € Vg, £ # 0 mit ||g€|| < e. Schreibe { = ye; mit v € GL(V)g
und zerlege gy = mp nach Iwasawa. Da die Hohe invariant unter K ist, folgt

e > [|g¢l| = llgveill = [|mperl| = lIperl| = [t]

und :
2 =1 <
2

Im allgemeinen nehme man A € R* mit A\?|det g| =1 und setze h = (Agoo, s Gpy ----) -

tl * . o

0 t2> mit hy = mp und

\i—l| < €2. Aber der Quotient i—l andert sich gar nicht beim Ubergang von h zu g,
2 2

daher ist die Behauptung auch fiir g richtig.

Dann ist |deth| = 1, und wir haben ~v,m und p = <
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Induktionsschlu: Wir wahlen v zu g ”schrittweise minimal” so: Nach Lemma 4, Kapi-
tel 4, existieren alle folgenden Minima. Damit sei

73]

r1 = min
g *

Dann ist auch 7 = min,eq, ||gves||. Sei
Ry ={y € Go | |lgrer|| =1}

In Rjey gibt es wieder einen Vektor &, fiir den ||g€|| minimal ist, etwa = ro. Sei
Ry ={y € Ry | |[lgvez|| = r2}

Fir v € Ry ist

[lgvea|l < |lg€]| fir alle § € Ryiez und [[gyes ]| < [|g€]| fiir alle £ € Vg
So fortfahrend definiert man R; D Ry D ...... D R, ,und fir v € R, gilt schlieflich
r1 = |lgverl] < |lg7el| fiir alle 7' € Gg

r2 = [lgves|| < [lg7'ez]| fiir alle 5 mit [|g7 es | =4

llgvenll < [lg7 enl| fiir alle 4" mit ||gy/e;]| =7 firi=1,....n—1

Die v € R,, nennen wir minimal fiir ¢ und behaupten, daf}; wenn v € R,, und gy = mp
und t1,....,t, die Diagonalglieder von p sind, die Ungleichungen [t;| < ¢|t;11] fir ¢ =
1,....,n—1 gelten. Namlich: Angenommen nicht. Dann gibt es ein ¢ mit |¢;| < ¢t;41]
fir j < i und |t;| > c|tit1|. Wir werden ein 4 finden, welches v echt unterbietet.
Dazu schreiben wir

p’ ok %
p=|0 p *
0 0 p/l/

wo p’ die aus der i-ten und (i+1)-ten Zeile und Spalte gebildete zweireihige Teilmatrix
von p ist. Zu p’ gibt es nach der Verankerung 7' mit p'y' = m'p’, so da p' =

(ti * ) und |¢;| < ¢|tit1]. Man setzt

0 tiy1
1 0 0 1 0 O
¥=(0 o 0] undm={0 m 0O
0 0 1 0 0 1
Aus gy = mp erhalten wir

1 0 0 p’ox %

gy=m-|0 m 0 0 p =

0 0 1 0 0 p”

Die letzte Matrix hat die Diagonalglieder #1,....,t;_1#;, tiv1, tit2, ..ty . Aus p'y = m/p’
folgt durch Determinantenbildung [t;t;+1] = |[titir1|. Da |t;| > c|tiz1] und || <
cltiv1], muB |£;| < |t;] sein, und das zeigt, dall v von 4 echt unterboten wird.

Mit Hilfe von Satz 6 beweisen wir fiir die orthogonale Gruppe
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Satz 7. Es gibt eine Konstante ¢ = ¢(V) mit der Eigenschaft: Zu g € G4 gibt es
v € Gg derart, daf$ fiir die zu Beginn dieses Kapitels erkldrten |\;| gilt

[Ai(g7)] < cAiva(gy)| fiir 1 <i <r

Beweis: Wir schreiben die Elemente von G als Matrizen beziiglich der zu Beginn des

Kapitels benutzten Basis w1, ..., Uy, U1, ooy Upy W1y vveey Wy
X 0 0
(X)=10 X7t o0
0 0 1

ist eine Einbettung von GL(r) in G . Istnun g € G4 gegeben, so schreiben wir zunéchst
g=k-b mit k€ K und b€ By . Nach Definition hat b die Gestalt

X * *
b=|10 X' 0
0 * *

Nach Satz 6 gibt es zu X ein v € GL(r)g so, daB in der Zerlegung X+ = mp mit

t1 * *
p=10 "-. =« gilt
0 0 ¢t
(1) |tl| S C|ti+1| fir i = 1,...,7‘ -1
Dann ist
X o % X~ * * 1 0 0
g=k-{0 X7t 0]l=k-[ 0O (X9t 0 0 + 0
0 * * 0 * * 0 0 1
mp * * v 1o o0
=k 0 m'~p~t o0 0 + 0
* * 0 0 1

Nun ist «(m) € K ; denn

1. fiir Mmoo € SO(r,R) ist ms = m/gt, und daraus folgt i(m)oo(u; +v;) € VT, genauso
i(m)oo(u; —v;) € V7, und

2. Wenn m,, € GL(r,0,) , dann gilt dasselbe fiir m/; ! .

Natiirlich ist ¢(y) € Gg . und

p * *
g(meK-10 p~t 0
0 * *

Die |Ai(ge(y)| sind die [¢;| aus (1); das beweist den Satz.
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Zusatz: Wenn n > 2r , dann gilt mit denselben Bezeichungen

IAr(g7)] < co

mit einer gewissen Konstanten cq .
Beweis: Mit offensichtlicher Abkiirzung schreiben wir

D= (Al ey Ar)Ouray oo Puupa,

mit ¢ € G(W)4 und Eichlertransformationen ¢,,,,, . Wirsetzen p = (1,...,1, A\ )¢y, 0.9
Das ist ein Automorphismus von H, 1 W . Nach Satz 4 gibt es einen isotropen Vektor
e (H L W)g mit ||p€]] < co, wo ¢¢ eine nur von V abhéngige Schranke ist. Da
n > 2r,ist H, L W mindestens dreidimensional, daher gibt es 4 € G(H, L W)g mit
Ju, =&. In H, L W schreiben wir py = m*p*. Nun ist
g’yﬁ/ = mp;? = m(>‘1a —eey )‘T—la 1)(17 (XS 17 )\T)qbulal""¢u7»arq:§/
= m()‘lv ey Ar—1, )¢u1b1 """ ¢ur71br71ﬁ:}/
= m()\lv"‘ r—1, )(bulbl ¢urflb,ﬁ71m*p*
:mm*()\la"" r—1, )¢u101 (bur,lcr,lp*
mit b; = (1,....,1,\.)a; und ¢; = m*~1b; . Weil p* die Vektoren wui,....,u,_1 fest Lifit,
ist
A () = A1 = A (gy)| fiir j =1,...,m =1
[A-(gv7)| ist nach Definition der Betrag des Koeffizienten von w, in
<)\17 r 1 )d)ulcl (bur,lc,,.,lp*ur
Weil p* € G(H, L W)aN By, ist p*u, = pu, mit einem Idel g, und
()\1; vy Ap—1, )¢ulc1 ----- ¢u,v,1c,.,1p*ur € pur + ZAUJ
i<r
Also ist
(A (g7 7)] = |ul
Anderseits ist
il = lpur|] = [l ur|| = llm*p ur|| = [[pYur[| = [|BE]] < co

Damit ist der Zusatz bewiesen.

Fir reelles ¢ > 0 sei im Falle n > 2r
B.={be Ba ||| < c|Xig1(b)| fiir i =1,...;7 — 1 und |A.(b)| < ¢}

und
S. = KB,

S. heifit ein Siegelbereich. Das Ergebnis dieses Kapitels ist: Wenn n > 2r , dann gibt
es ein ¢ so, daf
Ga = S.Gg

Der Fall n = 2r ist etwas komplizierter und bekommt ein eigenes Kapitel.
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