3. Integration

[ sei eine reellwertige stetige Funktion mit kompaktem Triger auf Q,, etwa f = 0
auBerhalb p~% 0, . Wir teilen pN 0, ein in Restklassen mod p* und wihlen in jeder
Restklasse einen Vertreter . Dann bilden wir

L(f)=>_ flap™*

Natiirlich héngt I} aufler von k auch noch von der Wahl der Vertreter a ab .

Behauptung: Zu € > 0 gibt es k so, dafl
[Ti(f) — Ln(f)] < € fiir alle m > k

und alle Wahlen von Vertretern mod p¥ bzw. mod p™

Beweis: Als stetige Funktion auf einem Kompaktum ist f sogar gleichmafig stetig: Zu
€ >0 gibt es k so, daB8 |f(z) — f(y)| < € falls z =y mod p* . Fiir m > k besteht jede
Restklasse mod p* aus p™~* Restklassen mod p™ . Daher ist

Yo flap - > =

a mod pk b mod p™

> {ﬁ > f@y-p* = > o=

a mod pk b=a mod p¥*, b mod p™ b mod p™

> > {f(a) = f(O)}p™™

a mod p*  b=a mod p*,b mod p™

Diese Summe ist dem Betrage nach < ep" (die Anzahl der Summanden ist pN+™ ).

Daher existiert der Limes I der I(f) fiir & — oo und alle Wahlen von Vertretern
a mod p¥ . Er ist ein lineares Funktional auf dem reellen Vektorraum der stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Trager auf Q,, . Definiert man die verschobene Funktion f. durch
fo() = fle+2) , so gilt

I(fe) = 1(f)

Man nennt I ein Haarsches Mafl auf Q,. ( Fiir Einzelheiten siehe [L], Seite 107 ff).
Das Haarsche Ma8 ist bis auf einen Faktor bestimmt. Wir schreiben

1) = [ fla)do

Mit der Definition von I ist das Mafl so normiert, daf§ die offene kompakte Menge o, das
Volumen 1 bekommt. Weil o, (fiir n > 0) die disjunkte Vereinigung von p™ Restklassen
¢+ p"o, ist, folgt aus der Translationsinvarianz, dal p™o, das Volumen p~" besitzt.
Und das gilt auch fiir » < 0 (man schreibe p™o, als Vereinigung von Restklassen mod
0, ) Transformationsformel:

1) [ taz)da=1aly" [ 1o ds
1
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Beweis: Nach Konstruktion des Integrals geniigt es, die Behauptung fiir die Indikator-
funktion f einer Restklasse ¢+ pkop zu beweisen. Ihr Integral ist p~*. Sei a = p"u
mit einer Einheit v und g(z) = f(az).

g(m)#O@f(aw)#O@ach—Fpkap(:}xG§+pk_"0p

k—n

g ist also die Indikatorfunktion einer Restklasse mod p . Thr Integral ist wie oben

bemerkt = p"~*. Nun ist

[owis ==t =y [ farae = ol [ s(oyis

Auf QZ nehmen wir das Produktmafl: Fiir stetige Funktionen f mit kompaktem Trager
T

und z= | @ | €Q) kann man es definieren als iteriertes Integral

Der Satz von Fubini besagt, dal das Ergebnis unabhéngig von der Reihenfolge der z;
ist. Ferner folgt aus der Translationsinvarianz der Integrale [ ....dxz;, daB das [ f(z)dz
sich nicht dndert bei elementaren Transformationen

T
L1 L1 :
Tn T :
Tn

Weil jede invertierbare Matrix Produkt von elementaren Matrizen 1+ Me;; und Diago-
nalmatrizen ist, folgt aus der Transformationsformel (1)

Satz 2. Fiir jede invertierbare Matrix A gilt

/f(Ax) do = \detA\;l/f(x) d

Adelisierung: Wir wollen auf dem Adelring A ein Haarsches Mafl dx4 definieren mit in
einem noch zu erkldrenden Sinne dry = HU dx, : Jede Funktion auf A mit kompaktem
Triager ist = 0 auflerhalb eines passenden

AS:HQ'UXHOP:H@UXAS

veES pgS veES

A® st eine kompakte Gruppe, und wir nehmen auf ihr das Haarsche Mafl dz® | fiir
welches die ganze Gruppe das Volumen 1 bekommt. Sodann nehmen wir auf Ag das
ProduktmaB dzg = [[,cqdz, - do®. Das fAs f(z)drs ist unabhéngig von der Wahl
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der Menge S, fiir welche Ag den Tréger von f enthélt, ndmlich: durch Vergleich von
S, T mit SUT geniigt es, das einzusehen, wenn S C T'. dz® ist das Haarsche Maf auf
AS = [,¢s0p . fiir welches AS das Volumen 1 besitzt. Dieselbe Eigenschaft hat das
Produktmafl HpeT\S dz, - dx’ . Also ist drvg die Einschrinkung von dzr auf Ag,
und daraus folgt die Behauptung.

Beispiel: Wir sahen, daf3
W =100,1) x [ op
P

ein Vertetersystem fiir A modulo Q ist. Das Volumen von W ist
1
/ dxA:/ dxoo-H/ dr, =1
w 0 p YO

Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber Q , so wéhlen wir irgendeine Basis vy, .., v,
von V iiber Q und benutzen die Koeffizienten zq,....,z, in x = Zl z,;v; als Koordi-
naten. Bei Wahl einer anderen Basis gehen die neuen Koordinaten y; durch eine lineare
Transformation y = Tz aus den alten hervor. Dabei multipliziert sich das Integral in
Vg, nach Satz 2 mit dem p-Betrag der Determinante von 7. Geht man zur Adelisierung
Va fiiber, so multipliziert sich das Integral mit ], |[detT|,. Nun ist aber det7" eine
rationale Zahl , und nach der Produktformal ist [],|detT|, = 1. Wir haben jetzt auf
dem Adelraum Vy ein Mafl definiert, welches von der Wahl der Basis von V iiber Q
unabhéngig ist !!
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