1. Aufbau der orthogonalen Gruppe

K sei ein Korper der Charakteristik # 2 und V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
K mit einer nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearform (, ). Ein Vektor v € V
heifit isotrop, wenn u # 0 und (u,u) = 0. Ein Teilraum U von V heiit total isotrop,
wenn (z,y) =0 fiur alle z,y € U.

Sei w isotrop. Da ( , ) nicht ausgeartet, gibt es v1 € V mit (u,v;) = 1. Fir
vi=v; — %(vl,vl)u gilt

(u,u) = (v,v) =0, (u,v)=1
Man nennt u,v ein hyperbolisches Paar. Sei H die von u und v aufgespannte Ebene.
Ist x € V' beliebig, so ist
z — (z,u)v — (z,v)u € H*

Das zeigt
V=H1H"

Auf H* ist (, ) ebenfalls nicht ausgeartet. Sollte es in H* einen isotropen Vektor us
geben, so finden wir wie oben vy € H' , so da wug, vy ein hyperbolisches Paar bilden.
Auf diese Weise finden wir paarweise senkrechte hyperbolische Ebenen H; , so dafl

und W enthélt keinen isotropen Vektor mehr. Ein solches W nennt man anisotrop.

Analog zur bekannten Zerlegung einer reellen invertierbaren Matrix in ”dreieckig mal
orthogonal” wollen wir die spezielle orthogonale Gruppe

G={geGL(V)| (gz,gy) = (x,y) fir alle z,y € V und detg =1}

zerlegen. Dazu sei

B:{b€G|bui€ZKuj firi=1,..,r}

J<i
1
D ={d e G|du; = a;u;, dv; = —v;, dw = w fiir alle w e W} (a; € K¥)
Qg

Wir schreiben dafiir auch d = (o, ..., ) .

Zerlegung von B : Besteht d € D aus den ersten r Diagonalelementen von b, so ist

d~tbu; € “H‘Z]'Q' Kwuy; . Insbesondere ist d='bu; = u; . Aus Isometriegriinden ist dann
dilb’Ul =v +a; — %(al,al)ul mit aq € HlJ‘

Definition : Ist u,v ein hyperbolisches Paar und a € H+ = u* Nv', so heifit

Gua =+ (x,u)a — (z,a)u — %(x, u)(a, a)u

eine Eichlertransformation.

Man rechnet nach, dafl ¢, , eine Isometrie mit Determinante 1 ist und da8 ¢, o¢up =
Qu,atb - Vermoge a <> ¢y, bilden die Eichlertransformationen ¢, , mit festem u
eine zur additiven Gruppe von H* isomorphe Untergruppe von G . (Bemerkung: Die
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Eichlertransformationen hdngen von v gar nicht ab, aber die Gruppe der ¢, , ist wegen
Pua = Puarre DUr isomorph zu ul/Ku, und das ist zu H* isomorph, wenn H
irgendeine hyperbolische Ebene ist, die u enthalt ).

Sind nun d und b wie oben, so ist offenbar
d'ouy =uy = ®Duy,a,u1 und dov, = Duy a1 V1

so daf also 9 := ¢, 117a 1d’lb die Ebene H; elementweise fest 148t und als orthogonale
Transformation von Hi- aufgefat werden kann. Fiir i > 2 findet man

Yu = ¢ty (i + Y Njiwg) = w4 (uian)ur + Y Nji(ug + (uj,a1)u1) € ug + Y Ku,

Jj<i j<i j<i

insbesondere, da 1u; € Hi- , auch 1us = us . Daher kann man mit ¢ in Hi- verfahren
wie mit d=!b in V und findet schrittweise

b:d.gbul’al ..... ¢u,.,a7. -q

mit a; € W' := H;;y L .... L H. L W und einer orthogonalen Transformation ¢ von
W . Dabei gelten die Vertauschungsregeln

(1) AdPu;.a; = Gusoida; Ay wenn d = (aq, ..., o)

(2) ¢Uivai¢ujvaj = ¢uj7¢ui,aiaj¢uivai fir j <
weil ¢y, q,u; = u; flir j <, und
(3) q- ¢ui7ai = ¢ui7qai g fiir q€e G(W)

Die Gruppe B ist also ein semidirektes Produkt von K*" mit Untergruppen, die zu
den additiven Gruppen von K"~2, K"~ .. K" 2" isomorph sind, das Ganze mal der

Gruppe G(W).

Iwasawa-Zerlegung, reell: W ist anisotrop iiber R und daher positiv oder negativ
definit. Nehmen wir an, W sei positiv definit. Wir setzen

u; + v;

\/§ ’

Ui — U e+ fi _e&—fi

fi: \/§ , Ui = \/571)2' \/5

€; =

und . .
VE=( Re;) LW, V™ =) Rf;
1=1 =1

V+ st positiv definit, V'~ negativ definit, V = V* L V= und wenn O(V) die
volle orthogonale Gruppe von V bezeichnet, dann ist K := G N (O(VT)O(V™)) eine
kompakte Untergruppe von G.
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Lemma 1.
G=K-B

Beweis: Fiir r =0 und alle n ist G=K. Fir r=1 und n=2 ist G = B(= D). Fiir
den Rest des Beweises sei > 1 und n>3. Sei ¢ € G und gu; =2 +y mit x € V7T
und y € V. Dann ist (z,z) + (y,y) =0 und (x,2) > 0. Mit p:= /(x,2) > 0 ist
(z,2) = (pe1,per) und (y,y) = (pf1,pfr). BEs gibt m™ € O(VF) und m~ € O(V ™)
mit x = pmte; und y = pm~f1. Mit m := mT™m~ (das wir zur Not, weil V* oder
V'~ mindestens zweidimensional ist, so abédndern konnen, dafl detm = 1), also m € K ,
ist
gur =z +y = pm(er + f1) = pmv2 uy

Wir definieren d € D durch du; = pvV2u;, dv; = p—\l/ivl und dx = x fir z €
Hit und haben d~'m~'gu; = u;. Dann gibt es, wie schon gesehen, a; € W' mit

via,d7tmTlg e G(W?). Sind K und B die analog zu K und B fiir W' definier-
ten Untergruppen, so folgt nach Induktionsannahme

g € mdoy, o, K1B1 C mKido,, wiB1 =K -B

Zusatz: Es war B = {d - du,.a,--Pu,.a. - q|d € D, a; € W', g € G(W)}. Nun ist aber
G(W) C K, und nach den Vertauschungsregeln kann man ¢ an den ¢, ,, vorbeiziehen
und zu K schlagen. Setzen wir also

N = {¢u17a1"-~¢ur,a,,. a; € Wz}

dann gilt sogar
G=K-D-N

Das ist die Iwasawa-Zerlegung der reellen orthogonalen Gruppe.

Iwasawa-Zerlegung, p-adisch : Seijetzt K = Q,. Mit o, wird der Ring der ganzen
p-adischen Zahlen bezeichnet, also

op ={A€Q, | [Al, =1}

Wir benutzen die durch |p|, = L normierte p-adische Bewertung. Um eine kompakte

Untergruppe von G zu definieren, benutzt man Gitter.
Wir benutzen je nach Zweck zwei Definitionen von Gitter:

Sei R ein Hauptidealring und K sein Quotientenkorper. Ferner sei V' ein n -dimensio-
naler Vektorraum iiber K mit Basis eq,....,e, .

Definition 1. Eine Teilmenge M von V heifit Gitter (genauer R -Gitter) , wenn
1 . M eine additive Untergruppe von V ist
2. RM=M
3 . Esgibt a,b# 0 in R, so dafl

a-(Rey+ ...+ Re,) C M Cb *(Rey +..... + Rey,)
Definition 2. Eine Teilmenge M von V heifit Gitter, wenn V eine Basis uq,....,u,

iiber K besitzt, so dafl
M = Rui + ..... + Ru,



Zusatz: Wenn V mit einer Form (, ) ausgestattet ist, nimmt man (e;,e;) € R und
verlangt (M, M) C R.

Wir beweisen die Aquivalenz der beiden Definitionen:

1 = 2: Nach Multiplikation mit b sei o0E M C Rej +....+ Re,, . (An dieser Stelle wird
Bedingung 3 benutzt). Dann besitzt jedes © € M eine Darstellung « = A\ej+....+ e
mit A\; € R. Wenn x durch M lauft, dann l&uft \; durch ein Ideal in R. Da R ein

Hauptidealring ist, besteht dieses aus den Vielfachen einer Zahl o4 # 0. Dieses aj ist
selbst erster Koeffizient eines Vektors uy; € M :

u1 = aje; + Linearkombination von es, ...., e,

Ist nun z = A\ie; + ... + Apen beliebig in M | so ist A; ein Vielfaches von a7, etwa
A1 = pop . Dann ist
x—puy € MN(Reg+ .... + Rey,)

Der letzte Modul erfiillt wieder die drei Bedingungen aus Definition 1 und besitzt nach
Induktionsannahme eine Basis uo,....,u,, lber R.

2=-1: Sei uq,....,u, eine Basis von V iiber K und M = Ruy + .... + Ru,, . Es gibt
a;; und b;; in K mit

U; = E ;€4 und €; = E bjiuj
J J

Da K der Quotientenkorper von R ist, gibt es @ und b in R, beide # 0, so daf alle
a-a;; € R und alle b-b;; € R. Dann ist aM = Rauy + .... + Rau, C Rej + ..... + Re,,
und genauso b(Rej + .... + Rep,) C Ruy + .... + Ru, = M .

Wir wenden das an, wenn K = Q, und R = o, ist. Zunéchst folgt, daf} die orthogonalen
Transformationen, die ein Gitter in sich abbilden, durch Matrizen mit Eintrégen in o,
beschrieben werden kénnen. Deshalb bilden sie eine kompakte Untergruppe von G

Lemma 2. Wenn W anisotrop, dann bilden die x € W mit |3(z,z)| <1 ein Gitter
in W.

Beweis: Wir verifizieren die Eigenschaften in Definition 1:
1. Sei |3(z,2)| <1 und |3(y,y)| < 1. Zu zeigen ist |i(z + y,z + )|
dies nicht der Fall, so wére nach der scharfen Dreiecksungleichung |(x,y)|
0 < |(z,2)| <|(y,y)|. Dann betrachten wir das Polynom

1. Ware

<
> 1. Sei oE

_ 1 Az T _ 2 (xvy)
P = (¥, ) @y 2+ xy) = A +2A(y7y) * (v, )

(z,9) 2 (z,9) 2 (z,2)(y,y)
= (\+ — (1= XA T)
( (y,y)) ((y,y)) ( (z,y)? )
Wegen der Voraussetzungen iiber x und y ist die letzte Klammer = 1 mod 4p, und

daher ein Quadrat. Somit hat das Polynom P(\) eine Nullstelle entgegen der Annahme,
dal W anisotrop ist.

2. Das ist trivial.
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3. Sei eq,....,e, eine Basis von W iiber Q, und M = {z € W | |%(:c,x)| < 1}.
Offenbar gibt es k mit p?* - %(ei,ej) € o, fiir 4,5 =1,....,n, und fiir ein solches k ist

pF(oper 4 .. +0pen) C M

Ist umgekehrt = =", &e; € M (mit & € Q) , soist (x,pFe;) € 0, fiir alle i (denn
nach 1. ist (z,y) € 0, fiir alle x,y € M ), das heifit

n
Zﬁi(ei,ej) S p_kﬁp firj=1,....n
=1

Ist D die Determinante der Matrix (e;,e;), so folgt & € £p~*o,, also

Damit ist 3. bewiesen.

Definition: Sind w;,v;, ¢ = 1,....,7 paarweise senkrechte hyperbolische Paare und ist
Vv :L;‘”:l (qul + vaz) 1 W

mit anisotropem W | so nennen wir
, 1
M :=17_, (opu; +opv;) L {xeW | |§(x,x)| <1}

ein Standardgitter in V.
G(M) bezeichnet die Gruppe aller ¢ € G mit ¢M = M .

Lemma 3. Sei n >3 und M ein Standardgitter in V . Sind a und b primitiv und
isotrop in M , dann gibt es ¢ € G(M) mit ¢a=0b.

Beweis: Natiirlich geniigt es zu zeigen: es gibt ¢ € G(M) mit ¢a = uy. Sei a =
ZiaiuinLZiﬂwierEM.

1. Fall: |B;| =1. Es gibt Spiegelungen mit

Uy wenn j =1
a+—r .
u; — vj +v1 —up wenn j > 1

2. Fall: |oj| =1. Es gibt Spiegelungen mit

N falls j =1
a = vj uj+v—up fallsj>1

In jedem Falle gibt es in M Nui D M N{>_,(0pui +0,0,)} L (MNW) |, weil n>3,
einen Spiegelungsvektor s (so dafl die Spiegelung S lings s das Gitter M in sich
abbildet). Sollte das in 1 und 2 angegebene Produkt aus ungerade vielen Spiegelungen
bestehen, kann man noch S anfiigen und erhélt in jedem Falle ein ¢ € G(M) mit
oa = uy .
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3. Fall: Alle |a;| <1 und alle |3;| < 1. Dannist 3(w,w) = 0modp? und %a eM,
also a nicht primitiv.

G(M) ist eine kompakte Untergruppe von G . Wir bezeichnen sie mit K und nennen
sie eine Standard-kompakte Untergruppe.

Zerlegung von G: Sei g € G und X € (@; so. dafl Agu; ein primitiver Vektor in
M ist. Nach dem Lemma gibt es m € K mit mu; = Aguy. Ist d definiert durch
du; = Auq, dvy = %vl und dr =z fir z € HlL , S0 ist

_ _ 1
m~gduy = w1, m~'gdvy =v1 + a1 — 5(a1,a1)u1 = by, 0,01

via,m 'gd als orthogonale Transformation von
Hf- ansehen. Nach Induktionsannahme ist qS;ll’alm_lgd = m1by mit m; € Ky =

G(H{ N M) und byu; € > j<i Qpuj . Dann wird (wegen miui = us )

mit a; € Hi-. Wir kénnen also

9 =mou, ayibrdt =mmyg, 1, bid"' € K- B

ui,my - a

Auch hier haben wir wieder die Zusatzbemerkung: Wenn N wie oben im Falle R
definiert ist, dann ist B = DNG(W). Nach Definition des Gitters in W als {z €
W | |i(z,x)| < 1} ist dieses zwangsldufig invariant unter G(W), also G(W) C K .
Nach den Vertauschungsregeln ist nun sogar

G=K-DN

Das ist die lokale Iwasawa-Zerlegung.
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