Kapitel 4

Spektraltheorie

4.1 Grundbegriffe

Sei A eine Algebra, iiber K d.h. ein Vektorraum {iber K mit einer Abbildung
(”Multiplikation”) (a, b) — ab von A x A nach A, die bilinear ist und das Asso-
ziativitdtsgesetz (ab)c = a(be) erfiillt. Ein Element e € A heifit Eins oder Eins-
Element der Algebra A, wenn ea = ae = a fiir alle a € A gilt. Das Eins-Element
(sofern es existiert) ist eindeutig bestimmt. Im Folgenden sei vorausgesetzt, dafl
A eine Eins besitzt. Ist a € A, so heifit b Inverses zu a, wenn ba = ab = e gilt.
Das Inverse zu a (sofern es exisitiert) ist eindeutig bestimmt und wird mit a~*
bezeichnet. Ist © € K und e die Eins von A, so schreiben wir fiir pe auch kurz
73
Das Spektrum eines Elements einer Algebra

Definition 4.1.1. Sei a € A. Die Menge

pla) = {\ € K| (\— a) 'evistiert}

heifit die Resolventenmenge von a, ihr Komplement
o(a) =K \ p(a)

heifit das Spektrum von «
Bemerkung. Resolventenmenge und Spektrum héngen von der zugrundege-
legeten Algebra A ab.

Beispiel 4.1.2. Sei A die Algebra der Polynome auf dem Intervall [0,1], B
die Algebra der stetigen Funktionen auf [0,1], beide mit punktweise definierten
Operationen, und sei a die Funktion a(x) = x. Es gilt a € A C B. Das Spektrum
von a in A ist ganz K, da das Polynom f(x) = A—x fiir kein X in A invertierbar
ist. Dagegen ist das Spektrum von a in B gerade [0, 1], denn als stetige Funktion
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lasst sich f(z) = X — x genau dann invertieren, wenn f dberall auf [0,1] von
Null verschieden ist, d.h. wenn X & [0, 1] ist.

Das Spektrum eines Operators
Ist E ein normierter Raum und A die Algebra B(E) mit der Eins e = Idg,
so unterteilt man das Spektrum von T' € B(FE) wie folgt:

op(T) :={A € K| esgibt £ #0 € E mit (A—T)x =0}

heifit das Punktspektrum von T,

oo(T):={X€o(T)| (A=T) ist injektiv, (A —T)E = E}

heiBt das kontinuierliche Spektrum von 7' (die Einschréinkung A € o(T)
bei der Definition von o.(T) ist notig, weil sonst p(T') in o.(T") enthalten wire);

or(T) := o (T) \ (0p(T) U0 (T))
={A e K| (A—T) ist injektiv, (A — T)E ist nicht dicht in E'}

heifit das Restspektrum oder Residualspektrum von 7. Offenbar ist
o(T) disjunkte Vereinigung von ¢,(T), o.(T) und o,(T).
Man definitert auflerdem ein approximatives Punktspektrum

oo T :={X €K |Ve> 03z mit ||z|]| =1 und ||(A — T)z| < €}

Es gilt 0,(T) C o(T), denn ist S € B(FE) invertierbar in B(E), so folgt aus
der Stetigkeit von S~! die Existenz einer Konstanten C' > 0 mit ||Sz| > C||z,
insbesondere || Sz|| > ¢ fiir alle  mit ||z|| = 1; Anwendung auf S = XA — T zeigt
also, dass A — T fiir A € 0,(T) nicht invertierbar ist und somit o,(7T) C o(T)
gilt.

Die Algebra B(FE) ist mit der Operatornorm ein normierter Raum und es gilt
TS| < IT) IS]l, d-h. B(E) ist eine normierte Algebra. Ist E ein Banach-
raum, so ist B(F) eine Banachalgebra, d.h. eine normierte Algebra, die (als
normierter Raum) vollstandig ist. Fiir die Eins e = Idg von B(E) gilt ||e| = 1.
Invertierbare Elemente

Im Folgenden sei A eine Banachalgebra mit Eins.

Proposition 4.1.3 (geometrische oder Neumannsche Reihe). . Ist a € A mit
llal| < 1, so ist e — a in A invertrierbar und es gilt

(e—a) ™t = Z a” (wobei a° = e = Eins von A)
n=0

Beweis. Wegen ||al| < 1 konvergiert die Reihe Y, a™ absolut, und es gilt
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D ST S P,
n=0 n=0 n=1
ebenso (3°;" a™)(e — a) = 1. Also existiert (e —a)~! und ist gleich Y ;" a". O

Satz 4.1.4. Seia € A invertierbar, b € A mit |la —b|| < ||a=}||7t. Dann ist b
invertierbar und b= = > “la”(a — b)]"a~t, wobei die Reihe absolut konver-
giert.

Beweis. Es ist
b=a—(a—b)=ale—a (a—b))

Da [[a=t(a —b)|| < |la7!| |la — b]| < 1, ist nach Proposition oben

oo

(e—ata—0b)"t= Z(afl(a —b)]", also
n=0
bl = Z[a_l(a b)"a
0

O

Korollar 4.1.5. (a) Die Menge Inv(A) der invertierbaren Elemente von A ist
offen.

(b) Die Abbildung a — a~1 von Inv(A) auf sich ist stetig.
(c) p(a) ist offen (fir jedes a € A).

(d) Die Resolvente Ry (a) := (XA —a)~! ist als Funktion von X in p(a) analy-
tisch (d.h. sie lisst sich lokal als absolut konvergente Potenzreihe Y by (A—
Ao)™ mit by, € A darstellen).

(e) Fir [\ > |lal| gilt A € p(a) und |[Rx(a)ll < xryar-

(f) o(a) ist kompakt.
Beweis. (a) ist wegen Satz 4.1.4 klar.

(b) Es gilt

o0

bt—a = Z[a_l(a —b)]"a"t,

1
so daf}

o=t —a= <D (la™ [ lla = bl)™la™|
1

gegen Null geht, wenn ||a — b|| gegen Null geht.
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(c) Ist A € p(a) und K, (XA — a) eine Kugel um A — a, die noch ganz in Inv(A)
liegt (was nach (a) fiir geniigend kleines r der Fall ist), so gilt fiir p € K
mit |\ — pf < g2 wegen |\ — a) — (11— a)|| = |\ — sl [le]] < 7, dass — a
invertierbar ist, u also zu p(a) gehort.

(d) Sei \g € p(a). Nach Satz 4.1.4 gilt fiir A mit A — Xo| < [|(Ao —a) || 7%

o0

Rala) =Y Ry (a) (Ao — A)™

n=0

Diese Reihe ist wegen ||RZ:'1((1)()\0 =)™ < Rag (@) 1Rxg (@)™~ | Ao = A"
fiir die angegebenen A\ absolut konvergent.

(e) Full" |)\C|>O> la]| gilt A —a = Ae — %) und [[4]] < 1, also (A —a)™! =
AT ()T
O

Proposition 4.1.6. Sei B eine Banachalgebra mit Eins und A eine abgeschlos-
sene Unteralgebra von B, welche die Fins von B enthdlt. Fir b € A gilt

(1) op(b) Coa(b)
(i) Ooa(b) C dop(b).
Beweis. (i) ist wegen A C B klar.

(ii) Sei A € Aop(b). Ist A € Do a(D), so gibt es A, € pa(b) C pp(b) mit A, — A.
Wegen A\ € 9op(b) muss A in pp(b) liegen. Da die Inversion stetig ist, ist
also

C =sup||(A, —b) B < 0.
Es gilt
A=b=A= A+ X —b= (A = D)[(A=An)(An — )" +e)]

und fiir (A — A, | < o5

1
1A =X 0 =07 la = [A=A) A =0) M5 < 55 - C < 1.
Also ist e+ (A—\,,) (A, —b) ! nach Proposition 4.1.3 in A invertierbar und,
wegen A, € pa(b), auch A —b. Somit A ¢ g4(b) D do4(b), was A € Do 4(b)
widerspricht.
O
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4.2 Der Spektralradius

Im Folgenden sei wieder A eine Banachalgebra mit Eins und es gelte ||a| = 1. In
diesem Abschnitt fithren wir das Konzept des Spektralradius ein und beweisen
zwei wichtige Sétze, den Satz von Gelfand und den Satz von Gelfand-Mazur.

Definition 4.2.1. Fiir a € A heifit

. 1
r(a) := lim_[la"(|

der Spektralradius von a.

Bemerkung. Der Spektralradius r(a) ist wohldefiniert, d.h. der Grenzwert

r(a) = limy, 0 [la™||* existiert.

Beweis. Wir zeigen nun, dass lim,, s ||a”H% existiert. Ist k£ € N, so ldsst sich
jedes n € N in der Form n = p,k + ¢, mit 0 < ¢, < k schreiben. Wegen
I — 0,02 — % erhalten wir

Pn

la™ |7 < [JaP* |7 la% |7 < ||a* |5 o] * =37 |laF||E.
Also gilt ) )
limsup [|a"|| 7 < [|a¥||%
n—oo
fiir jedes £ € N und somit

lim sup ||a”H% < liminf ||a® | % .
n—oo k—ro0
Hieraus folgt die Existenz von lim, o [|a™ |7 . O

Charakterisierung des Spektralradius

Satz 4.2.2 (Gelfand). Sei A eine kompleze Banachalgebra mit Fins, und sei
a € A. Dann ist o(a) nicht leer und es gilt

r(a) = sup{ || | A € o(a) } =: rs(a).

Beweis. (i) Seio(a) = (. Dann ist R (a) und damit auch A —< Ry(a), f >=
foRx(a) (wobei f € A’ beliebig) nach Korollar 4.1.5 (d) oben analytisch
auf ganz C und ausserdem wegen 4.1.5 (e) beschrinkt. Nach dem Satz
von Liouville ist f o Rx(a) konstant, also wegen (e) gleich Null. Nach
dem Satz von Hahn-Banach muss dann Ry (a) null sein. Das liefert 0 =
Ra(a)(A —a) =1, ein Widerspruch. Also ist o(a) nicht leer.

(il) Wir zeigen ry(a) < r(a). Sei [A| > r(a). Fir s,¢t mit |A\| > s>t > r(a) =
lim,, o0 ||a™||* gibt es ein ng € N mit

1
llan]™ <t
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fiir n > ngy . Die Reihe > °($) ist also wegen || (£)"]| = P\I" Z (fiir
n >ng ) und £ < 1 absolut konvergent. Wie in Korollar 4.1.5 ( ) oben
folgt A € p(a) (sowie Ry(a) = Yo" A" ta™ ), also A € o(a). Somit gilt
[A| < r(a) fiir alle A € o(a). Die Reihe fiir Ry (a) konvergiert iibrigens fiir
[A| > s > r(a) gleichméfBig und absolut.

(iii) Wir zeigen r,(a) > r(a). Wegen der in (ii) gewonnenen Darstellung von
Ra(a) fiir [A| > r(a) und 5= 5§\>\|:s A\ = 6_1, fiir n € Z (gewdhnliches
komplexes Integral, elementar auszurechnen) erhalten wir fiir s > r(a) und
keN:

1

k k—n—1 a”
— ATRA( A )dA =
211 [A=s )\ 27TZ ‘74/\_5 Z a

Da die Resolvente nach (ii) sogar fiir alle A mit |A\| > 7,(a) existiert und,
wie wir wissen, iiberall, wo sie definiert ist, auch analytisch ist, gilt die
soeben bewiesene Gleichung auch fiir beliebiges s > ry(a): Ist ' > s >
ro(a), so ergibt sich

1 1
MRy (a)dN =

— MRy (a)d)
2mi [A|=s 27T’L [A|=s’

nach dem Cauchyschen Integralsatz, da der Integrand im Gebiet zwischen
den beiden Integrationswegen holomorph ist. (Genauer: Wendet man ein
beliebiges f € A’ auf die A-wertigen Integrale an, erhilt man mit dem
Cauchyschen Integralsatz Gleichheit der nun komplexwertigen Integrale.
Und schliefit nun mit Hahn-Banach auf die Gleichheit der A-wertigen Inte-
grale.) Also gilt die obige Gleichung fiir beliebiges s > r,(a). Wir schiitzen
ab:

1
la®| < ﬁsk : |iup [Ra(a)|| - 27s = const s* 1.
=s

Hieraus folgt [|a¥||* < const# - s1% — s, also
r(a) = lim |ja||* < s.
k—o0

Da dies fiir alle s > r,(a) richtig ist, erhalten wir r(a) < r,(a).
O

Dieser Satz, der fiir nicht vollstindige normierte Algebren falsch ist, illus-
triert, welche erstaunlichen Konsequenzen Vollsténdigkeit haben kann. Grob ge-
sprochen ist die linke Seite der in Satz 4.2.2 behaupteten Gleichung topologisch
definiert, die rechte algebraisch.

Korollar 4.2.3. In einer komplexen, normierten Algebra mit Eins hat jedes
Element nichtleeres Spektrum.

Beweis. Ist A eine normierte Algebra so ist die Vervollstandigung A eine Bana-
chalgebra. Fiir a € A gilt: 04(a) D 04(a) # 0 (nach Satz 4.2.2). O
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Satz von Gelfand-Mazur

Definition 4.2.4. Seien A, B Algebren iber K. Eine Abbildung f : A — B
heifit (Algebren-) Homomorphismus von a nach B, wenn f linear ist und
F(ab) = f(a)f(b) gilt. Ist f auflerdem bijektiv, so heifst f (Algebren-) Isomor-
phismus und A und B heiflen zueinender isomorph.

Satz 4.2.5 (Gelfand- Mazur). Sei A eine komplexe normierte Divisionsal-
gebra, d.h. eine normierte Algebra iiber C, in der jedes von Null verschiedene
Element invertierbar ist. Dann ist A bistetig isomorph zu C.

Beweis. Sei a € A. Nach Korollar 4.2.3 ist o(a) nicht leer. Sei A € o(a), also
A — a nicht invertierbar. Nach Voraussetzung muss dann A — a = 0 sein, also
a = A-e (wo e die Eins der Algebra ist). Die Abbildung A — A-e ist offenbar ein
injektiver Algebrenhomorphismus von C nach A, und die Uberlegung zu Beginn
zeigt die Surjektivitit. Es gilt || A-e|| = |A| - ||e||, also ist die Abbildung bistetig,
im Fall |le|| = 1 isometrisch, womit die Behauptung bewiesen ist. O

4.3 Gelfandsche Darstellungstheorie

Sei A eine Algebra mit Eins.

Definition 4.3.1. FEin Ideal von A ist ein linearer Teilraum I mit der Eigen-
schaft al C I und Ib C I fiir allle a,b € A. Das Ideal I heif$t maximal, wenn
gilt: Ist J ein Ideal mit I C J , so folgt J = I oder J = A. Ein Ideal I heifit
echt, wenn I # A gilt.

Bemerkung.

(i) Ist I ein Ideal in A, so ist der Faktorraum A/I := {a + I|a € A} mit
den Definitionen Ma + I) := XAa+ I, (a+ 1)+ (b+ 1) :== (a+b) + I,
(a+1I)-(b+1I):=ab+ I eine Algebra. Die Abbildung a — a + I ist ein
Algebrenhomomorphismus von A auf A/I, bei dem die Eins von A auf die
Eins von A/I tibergeht. Ist I ein maximales Ideal in A, so besitzt A/
keine Ideale ausser 0 und A/I. Wenn zusétzlich A/ kommutativ ist, ist
dies gleichbedeutend damit, dass jedes von Null verschiedene Element in
A/I ein Inverses besitzt.

(ii) Ist A eine Banachalgebra und I ein abgeschlossenes Ideal von A, so ist A/T
mit der Quotientennorm ||a+1||p = inf;cy ||a+i|| eine Banachalgebra, denn
wie wir schon wissen, ist A/l ein Banachraum, und aus

(a+d)(b+ D) < [la+ll[[b+ j]
folgt fiir i,j € I

lab+ Illo = [[(a+4)(b+7) + Illo < [[(a+ )b+ )] < lla+llllb+ ],
also auch

llab+ Illo < inf ||a + il inf [[b+ j]| = [ + TK[lo[|b + Ilo-
el jel
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Das Spektrum einer Banachalgebra

Definition 4.3.2. Ist A eine komplexe Banachalgebra mit Fins e, so heifst
X(A):={p: A—C|pe) =1,¢ Algebrenhomomorphismus}

das Spektrum (auch: Gelfandraum) von A. Fir x € A und ¢ € X(A) setze
Z(p) := p(x). Die Abbildung x — & heifit Gelfandtransformation.

Fiir die Elemente von X (A), multiplikative lineare Funktionale, wird keine
Stetigkeit vorausgesetzt. Der folgende Satz zeigt unter anderem, daf} sie stetig
sind und Norm < 1 haben.

Satz 4.3.3 (Gelfandscher Darstellungssatz). Sei A eine kommutative Bana-
chalgebra mit Eins. Im folgenden sei X(A) stets mit der schwach* -Topologie
versehen. Dann gilt:

(a) X(A) C A} (Finheitskugel des Dualraumes von A) und X (A) ist schwach*
kompakt.

(b) Die Gelfandtransformation x — I ist ein Algebrenhomorphismus von A
nach C(X(A)) (Algebra der stetigen Funktionen auf X(A)).

(¢) Firxze A gilt
o(z) ={ex) [y e X(A)},

also

[Z]loc = sup |Z(p)| = sup [A]=r(x) <[z,
peX(A) A€o (z)

(d) A={i|x e A} trennt Punkte von X(A), d.h. zu ¢ # ¢ € X(A)gibt es
a € A mit a(p) # a(1).

(e) Wird A von einem Element f und dem FEinselement e erzeugt, d.h. ist die
kleinste abgeschlossene Unteralgebra, die f und e enthdlt, gleich A selbst, so
ist o(f) als Teilmenge von C zu X(A) homdomorph durch die Zuordnung
o(f) < ¢ . Identifiziert man X (A) mit o(f) vermdége dieser Homomorphie,
so fiihrt die Abbildung a — a das Element [ in die identische Abbildung von
o(f) und das Element e in die konstante Funktion 1 auf o(f) dber.

Beweis. (a) Fir z € Aund ¢ € X(A) gilt

plp(z) - e —x) = p(z)p(e) — p(z) = 0.
Deshalb ist ¢(x) — 2 nicht invertierbar (denn fiir jedes invertierbare a € A
gilt
p(a)p(a™) = ple) =1,

also p(a) # 0) und somit p(z) € o(x). Hieraus folgt |p(x)| < ||z||, also ist
¢ beschrinkt und hat Norm < 1.
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(b)
()

Ist {¢,} ein Netz in X(A), das schwach* gegen ¢ € A} konvergiert, so gilt

p(ab) = lim @, (ab) = lim(p,(a)p, (b)) = lim @, (a) - lim g, (b) = (a)e(b)

und
p(e) =limyp,(e) =1,

also ist X (A) in A} schwach*-abgeschlossen, und somit, (da A} schwach*-
kompakt ist) auch schwach* -kompakt.

folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Wie schon unter (a) gezeigt, gilt {p(z) | ¢ € X(4)} C o(x). Sei nun
A € o(z). Dann ist A — z nicht invertierbar, also I = A(A — z) ein echtes
Ideal von A. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein echtes maximales Ideal
M>DI.

Da jedes a € A mit |la — e|]| < 1 invertierbar ist (siche geometrische
Reihe4.1.3), also in keinem echten Ideal liegen kann, ist M und damit auch
M im Komplement der offenen Menge K (e) enthalten. Da M maximal und
M # Aist, folgt M = M .

Nach der Bemerkung 4.3.1 ist dann A/M eine Banach-Divisionsalgebra,
d.h. eine Banachalgebra (da M abgeschlossen), in der jedes von Null ver-
schiedene Element invertierbar ist (da M maximal, A/M kommutativ).

Nach dem Satz von Gelfand-Mazur 4.2.5 gibt es einen isometrischen Isomor-
phismus j von A/M auf C. Sei p die kanonische Projektion a — a4+ M von
A auf A/M . Dann ist ¢ = j o p ein Algebrenhomorphismus von A nach C
mit¢(e) =1.Dail—x el CM,gilt y(A—z) € p(M) = jop(M) =0, also
P(x) = P(A) = Ap(e) = A. Damit ist auch die Inklusion o(z) C {p(z) | ¢ €
X (A))} gezeigt, also die Gleichheit dieser Mengen. Der Rest von (c) folgt
hieraus unmittelbar.

Gilt p(a) = ¢(a) fiir alle a € A, so ist ¢ = 1.

Nach (c) ist die Abbildung ¢ — ¢(f) von X(A) nach o(f) surjektiv, und
sie ist offensichtlich stetig (nach Definition der schwach*-Topologie). Wir
zeigen die Injektivitéit. Sei ¢(f) = ¥(f). Dann gilt auch fiir alle Polynome

P(f)=anf"+ ...+ a1 f +ao-e (wobeia; € C):

e(P(f)) = v(P(f))-

Aus Stetigkeitsgriinden miissen ¢ und 1 auf dem Abschluss der Menge
{P(f) | P ein Polynom} iibereinstimmen (das ist aber die kleinste abge-
schlossene Unteralgebra, die f und e enthilt), also nach Voraussetzung auf
ganz A gleich sein, d.h. es muss ¢ = 1 gelten. Damit ist die Injektivitdt von
@ — @(f) gezeigt. Als stetige bijektive Abbildung zwischen zwei kompakten
Hausdorffrdumen muss nun ¢ — ¢(f) ein Homomorphismus sein. Identifi-
zieren wir durch diese Abbildung X (A) mit o(f), so nimmt f in ¢(f) (was



o8 KAPITEL 4. SPEKTRALTHEORIE

© € X(A) entspricht) den Wert f(p) = ¢(f) an, d.h. f ist die Identitit auf
o(f). Dass € gerade die konstante Funktion 1 ist, ist klar, denn ¢(el) =1
fiir alle p € X(A).
O
C*-Algebren

Definition 4.3.4. Sei A eine komplexe Algebra. Fine Involution ist eine Ab-
bildung a — a* von A nach A mit den FEigenschaften

(i) (\a)* = Aa*
(ii) (a+b)* = a* +b*
(iii) (ab)* = b*a*
(iv) (a*)* = a.

Eine Algebra mit Involution heifst *-Algebra oder involutive Algebra, im
Fall einer Banachalgebra auch Banach-*-Algebra.

Bemerkung. Aus (iv) folgt, dafl jede Involution bijektiv ist. Besitzt A eine
FEinse, so gilt e* = e, da die Eins einer Algebra eindeutig bestimmt ist.

Beispiele 4.3.5. (a) A = C([0,1]) mit Involution f — f (Komplezkonjugati-
on).

(b) A= B(H), wo H ein Hilbertraum, mit der Involution T +— T*, die jedem
Operator seinen adjungierten Operator zuordnet.

In beiden Beispielen gilt iibrigens
lla*a|| = ||a||? fiir alle z € A.

Definition 4.3.6. Eine Banachalgebra mit einer Involution, die ||a*a|| = ||a||?
erfillt, heifst C*-Algebra.

Satz 4.3.7. Sei A eine C*-Algebra ( bei (i) und (iv) mit Eins e) und sei a € A.
Es gelten:

(i) llel =1

(ii) lla™|| = [lal
(iti) Ist a mormal (d.h. a*a = aa*), so gilt ||a2k|| = Ha||2k7 fir k € N, folglich
auch r(a) = ||al|.

(iv) Ist a selbstadjungiert (d.h. a* = a), so gilt o(a) C R. (Elemente mit a* = a
werden auch hermitesch genannt.)

(v) Fiir p € X(A) gilt (a*) = p(a).
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Beweis. (i) |le||* = |le*e| = |le|| # 0, also |le|| = 1. (Der Trivialfall A = {0}
sei ausgeschlossen)

(ii) |la||® = |la*a| < ||ax|||la]|, also ||a|| < ||a*||, folglich auch (ersetze a durch
a®) fla*|| < lla**|| = [la]|. Somit gilt [lal| = |la||-

(iii) sei @ normal. Es gilt ||a?||?> = [|(a®)*(a?)| = ||(a*a)(a*a)| = |la*al® =
llal|4, also ||a®|| = ||a||?, d. h. die Behauptung trifft fiir £ = 1 zu. Anwen-
dung auf a2* (das auch normal ist) liefert ||(a2")?|| = ||a2"||2. Gilt die Be-
hauptung fiir k so ist [|a |2 = (||al/?")2, womit wir [[a2" || = [|a||>""" er-

halten, d. h. die Behauptung gilt auch fiir k+1. Es folgt r(a) = lim ||a”|| E o=
lim||a?" |7 = |a].

(iv) Sei @ = a* und A = a4+ if € o(a) mit o, € R. Fiir ¢ € R gilt dann
a+i(B+1t) = X+it € o(a+ it), folglich o + (8 + t)? = |a +i(8 +
2 < |la+it]]? = |[(a+it)*(a +it)|| = |la® + t2e| < [|a?|| + 2, also
a? + 2 + 26t < ||a?||. Da t € R beliebig war, folgt 3 =0, d. h. A € R.

(v) Fiir x = 2* € A gilt wegen p(z) € o(z) (4.3.3 (¢)) und (iv) ¢(z) € R.
Ein beliebiges a € A ldsst sich a = z + iy mit £ = z* und y = y*

ata*

schreiben (ndmlich z = 452, y = %) Folglich gilt p(a*) = p(z —1iy) =
p(a) —ip(y) = p(x) +ip(y) = p(a), fir jedes p(X).

O
Fiir spateren Gebrauch sei noch folgender Satz bereitgestellt.

Satz 4.3.8 (Vertauschungssatz). Sei A eine C*-Algebra, v,u € A mit zu = ux,
wobei x normal ist. Dann gilt auch x*u = ux*.

Beweis. (i) Fiir a € A sei

<1

expa := E —a”.
n!

0

Wie in der Analysis zeigt man expa + b = expa expb, falls ab = ba gilt,
und auflerdem (expa)* = expa®, da die Involution stetig ist. Fiir anti-
hermitesches h (d.h. h* = —h) gilt

exph(exph)* =exp(h—h) =eund (exph)* exph = e,

Also
(exph)* = (exph)~,

d.h. exp h ist unitdr und folglich

lexphll* = [[(exph)* exphll = [le]| = 1.

(ii) Nach Voraussetzung gilt ux = zu, also

(expz)u = uexpz oder u = (exp —x)uexp .
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Multiplikation von links und rechts mit exp * bzw. exp —z* liefert
(expz™)u(exp —z*) = exp (z* — x)uexp (—(z* — x)),
da z normal ist, ist exp (* — x) unitér, folglich
[[(exp 2™ )u(exp —2") || < [Jull.
Ersetzt man nun x durch Zx, wo z € C, so ist
f(z) = exp (zz™)uexp (—zx™)

eine ganze (A-wertige) Funktion, die durch |Ju|| auf ganz C beschrénkt ist.
Nach dem Satz von Liouville also konstant ist, f(z) = f(0) = u. Somit gilt

exp (zz™) u = u exp (zz™).

Schreibt man dies als Gleichung von Potenzreihen, subtrahiert wu, teilt
durch z und bildet den Limes fiir z — 0, so ergibt sich

z*u = uz®.

Satz von Gelfand-Naimark

Um den Satz von Gelfand-Naimark beweisen zu kénnen, benétigen wir noch den
Satz von Stone-Weierstraf.

Satz 4.3.9 (Satz von Stone-Weierstra$l). Sei X ein kompakter Raum. A C C(X)
eine Algebra mit folgenden FEigenschaften

(i) A ist invariant unter Komplexkonjugation, d.h. fir a € A ista € A.

(it) A trennt Punkte von X, d.h. zu x #y € X gibt es a € A mit a(z) # a(y).
(i1i) A verschwindet nirgends, d.h. zu x € X gibt es a € A mit a(z) # 0.
Dann ist A dicht in (C(X),| |loo)-

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal B = {a € A];| @ = a} (=: RA) dicht in Cr(X)
ist. B ist eine Algebra reeller Funktionen, die ebenfalls (ii) und (iii) erfiillt.

(a) Fiir b € B lasst sich |b| durch Elemente von B approximieren. Denn: ist
[Ib]lcc < C und sind p,, n € N Polynome mit p,(t) — [t| gleichméBig auf
[-C, C] (solche Polynome gibt es nach dem Satz von Weierstra8), so folgt
pn(f) — |f| gleichm#Big auf X. Wegen fV g = 2(f +g) + |f + g| und
fAg= %( f+9) - %\ f —g| lassen sich auch Maximum und Minimum zweier
Funktionen aus B durch Elemente aus B approximieren.
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(b) Sei f € Cr(X). Zunéchst zeigen wir, dal es zu s,¢t € X ein fs; € B mit
fsp = f auf {s,t} gibt. Fiir s = ¢, wenn also nur {ibereinstimmung in einem
Punkt verlangt wird, dann ist das wegen (iii) trivial. Fiir s # t gibt es
nach (i) ein a € B mit a(s) # a(t), wobeil wir auflerdem a(s),b(s) # 0
annehmen kénnen (Ist z.B. a(t) = 0, so addiere man eine Funktion b € B
mit b(t) # 0 und [|b]|oc < a(s)). Eine geeignete Linearkombination von a
und a? leistet nun das Gewiinschte, denn (a(s),a(t)) und (a?(s), a?(t)) sind
linear unabhéngig.

(c) Ist e > 0 und s € X fest, so gibt es wegen f,.(t) = f(¢t) und der Stetigkeit
von f und fs.(t) zu jedem ¢ € X eine Umgebung U; mit f,; > f — ¢ auf
U;. Endlich viele Uy, ...,U;, iiberdecken X, denn X ist kompakt. Fiir

fs = fs,tl V... \/fs,tn

gilt dann f; > f — e auf ganz X. Zu jedem s € X gibt es wegen fq(s) =
f(s) eine Umgebung Vs mit f, < f + ¢ auf V. Endlich viele Vg, ,...,V,
iiberdecken X. Die Funktion

g=fs N A fs

efiillt nun g < f+eund g > f—c auf X, also ||f — gllec < e. Da f € Cr(X)
beliebig war und g durch Elemente von B approximiert werden kann, ist B
dicht in Cr(X) und somit A dicht in C(X), wie behauptet.

O

Bemerkung. Der Satz von Stone-Weierstrafl lasst sich leicht auf lokal kom-
paktes X (jeder Punkt hat eine kompakt Umgebung) erweitern. Ersetzt man
im schon bewiesenen Satz “kompakt” durch “Lokal kompakt” und C(X) durch
Co(X), so bleibt er richtig. Dabei ist Co(X) die Algebra der im Unendlichen
verschwindenden Funktionen (f : X — C “verschwindet im Unendlichen”,
wenn es zu jedem ¢ > 0 ein kompaktes K C X gibt mit |f| < ¢ auflerhalb K
gibt).

Beweis der Bemerkung.. (a) 1-Punkt Kompaktifizierung von X:
Man fiigt einen neuen Punkt zu X hinzu, z.B. “cc”. X = X U {oo} ist
kompakt, wenn man zur Topologie von X alle Mengen M C X mit co € M
als offen hinzufiigt, deren Komplement X \ M kompakt in X ist.

(b) Indem wir alle f € Co(X) durch f(co) = 0 stetig auf X fortsetzen und
Konstanten addieren erhalten wir alle stetigen Funktionen auf X: C(X) =
C U Cy(X). Die Algebra C + A anstelle von A erfiillt dann (i)—(iii) des
vorgehenden Satzes, ist also dicht in C(X) = CUCy(X). Hieraus folgt, daf

A dicht in Cy(X), denn A, + f, = A+ f impliziert A\, = A und f, — f.
O

Satz 4.3.10 (Gelfand-Naimark). Ist A eine kommutative C* -Algebra mit Eins
e, so ist die Abbildung a — a ein isometrischer Algebrenisomorohismus von A

auf C(X (A)) und auferdem gilt a* = a.
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Beweis. Wie wir wissen, trennt A = {@ | a € A} Punkte von X(A) und
verschwindet nirgends (denn e(p) = 1 fiir jedes ¢ ). AuBerdem gilt a*(¢) =
o(a*) = p(a) = a(y), A ist also invariant unter Komplexkonjugation. Nach
dem Satz von Stone-Weierstrass muss dann A dicht in C(X(A)) sein. Wie
in den Ubungend.6.1 gezeigt, gilt fiir jedes a mit aa* = a*a (was hier we-
gen Kommutativitdt von A stets erfiillt ist) in einer C*-algebra die Gleichheit
la|| = lim,_,o0 ||an||*, und da nach dem Gelfandschen Darstellungssatz 4.3.3
lalloe = limn_yoo [[a™|* gilt, erhalten wir [|d@]lo = |lal, die Abbildung a — a

ist also isometrisch. Da A vollstdndig ist, ist es dann auch A folglich ist A
abgeschlossen in C(X(A)), und da A dlcht in C(X(A)) ist, muss A = C(X(A))
gelten. O

Definition 4.3.11. Seien A, B x-Algebren. Ein Algebren homomorphismus
(bzw. Algebrenisomorphismus) S : A — B heifit x-Algebrenhomomorphis-
mus ( Bzw. x-Algebrenisomorphismus) oder kurz x-Homomorphismus (bzw. *-
Isomorphismus), wenn S mit der Involution vertriglich ist, also (Sa)* =
S(a*) fiir alle a € A gilt.

Somit sagt Satz 4.3.10 fiir eine kommutative C*- Algebra A mit Eins, daf die
Gelfandtransformation ein isometrischer x-Isomorphismus von A auf C(X(A))
ist.

Stetiger Funktionalkalkiil

Fiir den folgenden Funktionalkalkiil benttigen wir eine Verschirfung von Pro-
position 4.1.6

Satz 4.3.12. Sei B eine C*-Algebra mit Eins e und A C B eine C*-Unteralgebra
mit e € A. Dann gilt 0 4(a) = op(a) fir alle a € A.

Beweis. (i) Fiir selbstadjungiertes a € A gilt nach Proposition 4.3.7 (iv)
oa(a) C R, also do4(a) = oa(a) (denn der Rand ist im Grundraum C
zu nehmen). Aus Proposition 4.1.6 folgt 04(a) = op(a).

(ii) Sei nun a € A beliebig und A € C. Ist A — a in A invertierbar, so auch
A—a*, und somit (A—a)(A—a*) und (A—a*)(\—a). Sind umgekehrt beide
Produkte invertierbar, so hat A—a ein Rechtsinverses und ein Linksinverses
(die wegen der Assoziativitit des Produkts gleich sein miissen), und ist
also invertierbar. Die Produkte haben aber die Form |A|?> — ¢ und |\|?> — d
mit selbstadjungierten ¢ und d in A. Nach (i) sind diese Differenzen (und
damit A — a) genau dann in A invertierbar, wenn sie es in B sind. Somit
gilt o4(a) = op(a).

O

Im folgenden bezeichne t die identische Funktion t(s) = s, fiir s € o(b) und
1 die konstante Funktion mit Wert 1 auf o(b).
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Satz 4.3.13 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Elemente einer C*-
Algebra). Sei B eine C*- Algebra mit Eins e, und sei b = b* € B. Es gibt genau
einen stetigen Homomorphismus

Dy, : C(a(b)) = B mit Dp(1) = e, Op(t) =b

Definition 4.3.14. Man nennt ® den stetigen Funktionalkalkiil und be-
zeichnet ®y(f) mit f(b), was durch die Tatsache motiviert ist, daf$ ®p(p) = p(b)
fiir jedes Polynom p gilt und aus p, — f, wegen der Stetigkeit von ® auch
pn(b) = Op(f) folgt. (Damit ist auch schon klar, daff @, eindeutig bestimmit
ist.)

Satz 4.3.15 (Fortsetzung von Satz 4.3.13). Es gelten

(a) 1F )] = [ fllse (= suPreom) F (M),

(b) f(b)* = f(b), insbesondere

(c) f(b)" = [f(b) <= [ ist reellwertig ,

(d) Alle f(b), f € C(o(b)), sind normal (f(b)*f(b) = f(b)f(b)")
(e) o(f(b)) = f(a(b)).

(f) Falls B = B(H), wo H ein Hilbertraum ist gilt auferdem

(i) Fiir g > 0,g € C(co(b)) ist g(b) ein positiver Operator
(d.h. (g(b)x|x) >0Vz € H.

(i1) Ist X € C und bx = Az fir ein x € H, so folgt g(b)x = g(N\)x, fir alle
g €C(a(D)).

Beweis der Sitze 4.8.13 und 4.3.15.. (i) Zur Existenz und Eindeutigkeit von
d;. Sei A die von e und b erzeugte Unteralgebra von B. Die algebra-
isch von e und b erzeugte Algebra Ay besteht aus den Polynomen p(b) =
Z.Z:O apbf, ag, € C, n € N, wobei b° fiir e steht. Ag ist offensichtlich
kommutativ und wegen B* = b auch x-invariant. Der Abschlufl A ist also
eine kommutative C*-Algebra. Wenn wir gmifi 4.3.3 (e) X(A) vermoge
der Abbildung ¢ — ¢(b) idenzifizieren, so ist wegen Satz 4.3.10 die Gel-
fandtransformation G : a a ein isometrischer *-Isomorphismus von
A auf C(o(b)) mit € = 1, b = Id,) =: t, also G~ ein isometrischer -
Isomorphismus von C(o(b)) auf A C B. Damit ist die Existenz von @,
gezeigt. Da @, ein Algebrenmorphismus ist, ist es auf Ay eindeutig be-
stimmt und wegen seiner Stetigkeit auch auf dem Abschlufi A.

(i) Wegen f(b) = ®,(f) = G 1(f) sind die Eigenschaften (a)-(c) offenbar
erfiillt, ebenso (d), da A eine kommutative C*-Algebra ist. Aus 4.3.3 (c)
und (e) wissen wir fiir ein @ € A, dafl o(a) = a(o(b)) gilt, also o(f(b)) =

fb)(a(b) =G oG (f)(a(b)) = f(o(b)), wie in (e) behauptet.
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(iii) Sei nun B = B(H). Fiir g € C(a(b))" (d.h. g € C(co(b)) und g > 0) und
€ H gilt wegen g = g% g% und (c) (g(b)z|z) = (g2 g% a|z) = (g2 z|g?z) >
0, also gilt (f)(i). Ist bz = Az fiir ein @ € H, so folgt p(b)x = p(N\)x fiir
alle Polynome p, also aus Stetigkeitsgriinden auch g(b)x = g\)z, fir alle
g € C(a(b)), d.h. (f)(ii) gilt.
O

Der Funktionalkalkiil fiir normale Elemente bedarf nur einer leichten Modi-
fikation des selbstadjungierten Falls.
Wir bendétigen folgendes Analogon zu Satz 4.3.3 (e).

Proposition 4.3.16. Sei B eine C*-Algebra mit Eins e, sei b € B normal und
A die von e, b, b* erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von B. Dann ist A
eine kommutative C*-Algebra und ¢ — @(b) ein Homdéomorphismus von X (A)
und o(b). Identifiziert man X (A) und o(b) vermdge dieser Abbildung, so gilt
=1, b=t=1Id,g), b* =t =1d,b.

Beweis. Die von e, b, b* (algebraisch) erzeugte Algebra besteht aus allen Poly-
nomen p(b, b*) (z.B. ae + azb*bb* +a3bbb*bb* + . .. eine endliche Summme). Da
b normal ist, ist die Algebra kommutativ, aulerdem *-invariant, Ihr Abschlufl A
also eine kommutative C*-Unteralgebra von B. Dafl ¢ — ¢(b) ein Homdomor-
phismus von X (A) auf o(b) ist, folgt nun wie im Beweis von Satz 4.3.3(e).
Lediglich die Injektivitét musss neu bewiesen werden. Gilt ¢(b) = 1(b), so folgt
wegen Satz 4.3.7 o(b*) = ¢(b), ¥(b) = ¥(b*), also folgt wegen Satz 4.3.7 ¢ = ¢
auf allen Polynomen p(b, b*) und somit aus Stetigkeitsgriinden auf ganz A. Wie-

der wie im Beweis von Satz 4.3.3(e) ergibt sich nun € = 1 und b= Id,(p), somit
auch b* = Id, ). O

Proposition 4.3.17. Fir normales b € B(H) und v € H gilt ||b*x|| = [[bx]|.
Im Fall bx = Ax mit einem A € C folgt hieraus b* x = Ax. Eigenvektoren von b
zum Figenwert X sind Eigenvektoren von b* zum FEigenwert .

Beweis. Es gilt
|b*z||? = (b*x | b*z) = (x| bb*z) = (x| b*bx) = (bx | ba) = ||bx|?.

Mit b ist auch b — A normal. Im Fall bx = Az folgt deshalb 0 = ||(b — M\)z|| =
I|(b* — N)z|| also b*x = Az. O

Sei wieder t = Idy(;) die identische Funkton t(z) = z auf o(b) und 1 die

konstante Funktion 1 auf o(b).

Satz 4.3.18 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir normale Elemente einer C*-Algebra
mit Eins.). Sei B eine C*-Algebra mit Fins e und b € B normal, d.h. b*b = bb*.
Es gibt genau einen stetigen Isomorphismus @y, : C(o(b)) — B mit

(Pb(l) =e, (I)b(t) = b, ‘I)b(f) =0b".

Man nennt ®, den stetigen Funktionalkalkil von b und schreibt fiir f € C(o(b))
einfach @,(f) = f(b). Es gilt
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(&) [F O = [1flloo

(b) f(b)* = f(b), insbesondere

(c) f(b)* = f(b) < [ ist reellwertig .

(d) Alle f(b), f € C(c(b)) sind normal

(e) o(£(b)) = F(o(b)).

(f) Falls B= B(H), wo H ein Hilbertraum ist gilt auflerdem
(i) Fiir g > 0,9 € C(a(b)) ist g(b) ein positiver Operator

(it) Ist A € C und bx = Az fir ein x € H, so folgt g(b)x = g(N)z, fiir alle
g € Clo(b)).

Beweis. Der Beweis verlauft wie im selbstadjungierten Fall, nur dafl anstelle
von Polynomen p(¢) mit Bild p(b) nun Polynome p(¢,t) mit Bild p(b, b*) benutzt
werden und anstelle von Satz 4.3.3 nun Proposition 4.3.16 benutzt wird. (Der
Grund dafiir: Im Fall b # b* brauchen die Polynome p(t) nicht dicht in C(o (b))

zu sein.)
Zu (f)(ii): Ist f(¢) = limp,(¢,t) so folgt f(b) = limp,(b,b*), also f(b)x =
lim p,, (b, b*)x = limp, (A, \)x = f(\)z. O

Ein Spektralsatz fiir normale Operatoren auf einem Hilber-
traum

Definition 4.3.19.  Sei H ein Hilbertraum und sei A eine abgeschlossene
Unteralgebra von B(H), die die Identitit von H, das Einselement von B(H)
enthdlt. Ein abgeschlossener Unterraum U # {0} von H heifit zyklisch fir A,
wenn es ein x € H gibt mit U = Ax. Ein solches x heifit zyklischer Vektor.

Ist T € B(H) selbstadjungiert, 7* = T, und dann ist die von Idy und T
erzeugte abgeschlossene Unteralgebra A von B(H) x-invariant und ein fiir A
zyklischer Unterraum U wird auch einfach zyklisch fiir T genannt. Ist x € H
zyklisch fiir T' so stimmen offenbar Az und U = Lin{x, Tz, T?x,...} iiberein,
da die Polynome in 7" dicht in A sind.

Ist T' normal, also TT* = T*T, dann betrachtet man die von Idg, T und T*
erzeugte abgeschlossene Unteralgebra und spricht von fiir 7" und T zyklischen
Unterdumen. Bemerkung. Es ist bequem, einen fiir A zyklischen Unterraum U
mit zyklischem Vektor z € H dann mit H, zu bezeichnen. Offenbar ist H, inva-
riant unter A (d.h. AH, C H,), und es ist x € H,. Ist A eine x-abgeschlossene
Unteralgebra von B(H) so ist auch H;- invariant unter A. Mit dem Zornschen
Lemma kann man sich eine maximale Menge paarweiser orthogonaler zyklischer
Unterrdume H, von H verschaffen. Sei X die Menge der entsprechenden Vekto-
ren x aus H. Dann ist ) H, dicht in H und H ist die Hilbertraumsumme

reX zeX
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Diese Bemerkung zeigt:

Satz 4.3.20. Sei H ein Hilbertraum T € B(H) normal und sei A die von T,
T* und der Identitit von H erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von B(H). Es
gibt eine orthonormale Menge X C H (d.h. die Elemente von X sind von Norm
1 und paarweise orthogonal), so dafi mit H, = Az der Raum H die direkte
Hilbertraumsumme der H,, ist.

Wegen H, = Ax gilt TH, C H,, insbesondere wirkt T auf H, wie ein
gewbhnlicher Multiplikationsoperator, genauer gesagt gilt die folgende

Proposition 4.3.21. Unter den obigen Voraussetzungem gibt es ein endliches
positives Borelmaf p, auf o(T) und einen isometrischen Isomorphismus

J: L2(U(T)7ﬂ:c) — Hy,

o da
o dob JITT = M,

ist, wobei My den mit der identischen Abbildung definierten Multiplikationsope-
rator auf L?(o(T), u,) bezeichnet:

Mg(y) =y - g(y) fir g € L*(o(T), pa), y € o(T).

Es gilt auch
JIT T = M.

Beweis. Sei R <5 r = G(R) (d.h. r = R)) die bijektive Zuordnung durch die Gel-
fandtransformation (geméfi Gelfand-Naimark 4.3.10) zwischen A und C(o(T)),
wobei wir X (A) mit o(T") geméB 4.3.16 identifiziert haben.

Die Abbildung p : r +— (Rx | z) ist ein positives lineares Funktional auf
C(o(T)), lasst sich also (nach dem Rieszschen Darstellungssatz aus der Maf-
theorie [5, (13.33)]) in der Form

p<r>=<Rx|w>=/(T)rdum

schreiben, wobei pi, ein eindeutig bestimmtes positives endliches Borel-Maf} auf
o(T) ist. Beziiglich dieses Mafles ergibt sich fiir die L?-norm |[|r||2 eines Elements
reC(o(T))

|2 = / Prdu, = p(Fr) = (R*Relz) = || Re .

Die Abbildung j : r — Rz von C(o(T)) auf Az C H ist also isometrisch,
auBerdem linear. Da C(o(T)) bzw. Az dicht in L?(o(T), p.) bzw. H, ist, ist die
stetige Fortsetzung J von j ein isometrischer Isomorphismus von L?(o(T), j..)
auf Hy. Fir r € C(o(T)) gilt

J(tr) =TRx =TJr, (4.3.22)
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also da C(o(T)) in L?(o(T), u,) dicht ist,
JMy = TJ oder J™'TJ = M, (4.3.23)

wo My der Multiplikationsoperator g +— tg auf L?(o(T), j1,;) ist. Da wir X (A)
mit o(7T) identifiziert haben, ist nach (e) des Gelfandschen Darstellungssatzes
t =T und t = T* mit der identischen Abbildung t(\) = A auf ¢(T) also,

(Meg)(y) = t(y)g(y) = yg(y) und
_ B ) J (4.3.24)
(Mzg)(y) = t(y)g(y) =¥9(y), y € o(T), g € L*(o(T), pta) = Ha
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung. Die Wirkung von T auf H, entspricht der Wirkung von My auf
L?(o(T), uz), hiingt also von p, ab. Der Triger von p, (d.h. das Komplement
der goBten offenen p,-Nullmenge) kann ganz o(7') sein, mufl aber nicht.

Beispiel 4.3.25. Ist x € H ein FEigenvektor von T zum FEigenwert X\, so gilt
nach Satz 4.3.13 (f)(ii) fir r € C(o(T)); r(T)x = r(N)x, nach Definition von
Ha

[ 7= (R 2) = (D ) =)ol

Somit ist p, = ||x||?0x, wo 8y das Dirac-Maf im Punkt X, also o(T) \ {\} eine
tz-Nullmenge ist. Zwei Funktionen auf o(T') sind genau dann dquivalent, wenn
sie an der Stelle A denselben Funktionswert annehmen. L?(o(T), uy) ist also 1-

dimensional (wie es auch sein mufl , denn es ist zu dem 1-dimensionalen Raum
H, = Az = C isomorph).

Da das Maf8} u, passend zu H, konstruiert wurde, also von x € X abhéngt,
bezeichnen wir es mit p, . Nach Konstruktion (Satz 4.3.20) gilt

H= @ L(0(T). 1)

zeX

oder, wenn wir mit p das Ma8 ° .  p, auf den Borelmengen von [], .y o(T)
bezeichnen, H = L?(p) (isometrische Isomorphie). Hier bezeichnet [], . o(T)
die disjunkte Vereinigung von Kopien von ¢ (7). Somit ergibt sich

Satz 4.3.26 (Spektralsatz I fiir normale Operatoren). Es gibt einen isometri-
schen Isomorphismus von H auf L?(u), der T in den Multiplikationsoperator
mit der Funktion t(y) =y transformiert.

Bemerkung. Hier erscheinen im allgemeinen mehrere (viele) Kopieen von o(T')
und die Funktion t ist auf jeder dieser Kopieen die Identitidt. Der Beweis des
Spektralsatzes liefert auch eine simultane “Diagonalisierung” aller Operatoren
S € A. Ersetzt man némlich in 4.3.22 und 4.3.23 T und ¢ durch S und s := S, so
ergibt sich J=1SJ = M, (der durch Multiplikation mit s definierte Operator),
fir S € A. Identifizert man L?(u) mit H vermége J ( und somit B(H) mit
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B(L*(p)) vermoge S +— J~1SJ), so ist der Homomorphismus S +— M, gerade
der stetige Funktionalkalkiil von 7' L My).

Natiirlich kann man L2-Funktionen auch mit beschrinkten mebaren Funk-
tionen multiplizieren, d.h. der Spektralsatz impliziert die Existenz des Borel-
meflbaren Funktionalkalkiils.

Satz 4.3.27 (Borelscher Funktionalkalkiil). Sei H ein Hilbertraum, T € B(H)
normal, und sei By(o(T)) die Banachalgebra der beschrinkten Borelschen (=
Borel-mefbaren) Funktionen auf o(T) mit der Supremumsnorm || .. Dann
gibt es genau einen stetigen Homomorphismus ®1 : By(o(T)) — B(H) mit

(1) ®p(1) = Idy, ®p(t) = T, ®p(t) = T*, wo t die identische Funktion
t(s) = s auf o(T) ist.

(2) Sind fn € By(a(T)) mit sup,, || fnllec =: C < 00 und f, — f punktweise auf
a(T), so folgt (Pr(fa)rly) = (®r(f)zly) Vr,y € H.

Man nennt ®; den Borelschen Funktionalkalkiil von 7" und bezeichnet dr(f)
mit f(T) fir f € By(o(T)). Es ist klar, daB8 & eine Fortsetzung des stetigen
Funktionalkalkiils ® aus 4.3.18 ist.

Satz 4.3.28 (Fortsetzung von 4.3.27). Es gelten

(a) IF(T) < [ fllo (= suPxeo(ry [F(N),

(b) F(T)* = F(T), insbesondere

(c) f(T)" = f(T) fir reellwertiges f.

(d) Alle f(T), f € By(o(T)) sind normal (f(T)*f(T) = f(T)f(T)*),

(e) o(f(T)) C f(o(T)) (Hier bezeichnet f(o(T)) den topologischen Abschlufl
von f(o(T)).)

(f) (i) Firg>0, g€ By(o(T)) ist g(T) ein positiver Operator.

(ii) Ist A € C und Tx = Az fir ein x € H, so folgt g(T)x = g(N\)z, Vg €
By(a(T)).

Beweis. Eindeutigkeit: Nach Satz 4.3.14 ist & auf C(o(T))) durch die Voraus-
setzungen (ohne (2)) eindeutig bestimmt. Um die Eindeutigkeit von ®7 auf
ganz By(o(T)) zu erhalten, geniigt es die Eindeutigkeit von ®7 auf den charak-
teristischen Funktionen Borelscher Mengen zu zeigen, denn dies impliziert die
Eindeutigkeit auf ihren Linearkombinationen, den Borelschen Treppenfunktio-
nen, woraus wegen (2) die Eindeutigkeit von ®7 auf ganz By(co(T')) folgt, denn
zu jedem f € By(o(T)) gibt es eine Folge von Treppenfunktionen f,,, die (sogar
gleichmifig) gegen f konvergiert.

Sei ¥ das System aller Borelschen Teilmengen B von o(T), fiir die ®7(x5)
eindeutig bestimmt ist. Ist O C o(T') (relativ) offen, so gibt es f, € C(o(T))
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mit 0 < f, < 1 und f,(t) = xB{t), Vt € o(T), so daB wegen (2) O € X
folgt. Sind F, F' € X, so gilt wegen xgur = XexF und X,(r)\r = 1 — x# auch
EUF, o(T)\ E € %, da ®¢ linear und multiplikativ ist. Sind Fj, € &, k € N,
paarweise disjunkt, so gilt xue m, = lim, > 1 XF,, woraus wegen (2) XuseF, €2
folgt. Somit ist ¥ eine o-Algebra, die alle offenen Mengen von o(T") und folglich
die Borelmengen von o(T') enthilt.

Existenz: Identifiziert man wie in den Zeilen vor diesem Satz B(H) mit
B(L*(p)) vermoge S +— J~1SJ, so erfiillt der Homomorphismus s — M, das
Verlangte: er bildet 1 auf Idy ab sowie t auf My = T, t auf My = T* ab
und liefert bei (2) fiir z € L?(u) & H wegen |f,z| < Clz| und f,x — fz fiir
x € L?(u) aufgrund des Lebesgueschen Satzes von der dominierten Konvergenz
die stérkere Schlufifolgerung || My, x — Myz|| — 0, Vo € L?(p).

Eigenschaften: (a) folgt aus |[fz|2 < |fllellzll2, Yz € L*(u), (b) und
somit auch (c) aus (fzly) = [faydu = [zfydu = (z|fy), (d) aus der
Kommutativitit von By(o(T)), (e) aus der Tatsache, da8 f(o(T)) = op,(f)
gilt (Ubung4.6.6) und das Spektrum eines Elements bei einem unitalen Homo-
morphismus héchstens kleiner werden (oder gleich bleiben) kann. (f)(i) zeigt
man wie beim stetigen Funktionalkalkiil. Zu (f)(ii): Ist Ty = Ay, y # 0 und
Y= Yyemityn £ 0, yp € H [yl = X llgall?, so muss fiir jedes die-
ser Y, Ty, = Ay, gelten, also ty, = Ay, p,-fastiiberall, also (t — Ny =
0 p, —fast iiberall. Da t — A auf o(T) \ {\} ungleich null ist, muss {y, # 0}\ {\}
eine p,-Nullmenge sein. Da ||y,||2 # 0, miissen y,(A) # 0 und p.({\}) > 0
gelten, wir kénnen also y, = y,(\)xn} annehmen. Fiir g € By(o(T')) folgt
9y = g(N)y=(AN)x1ar = 9(A)yz. Insgesamt ergibt sich also gr = > g(N)y. =
g(N)z. O

Bemerkung. Mocht man die oben benutzte Identifikation J von L?() mit dem
(isometrisch isomorphen) Hilbertraum H und folglich von B(H) mit B(L?(u))
verméoge S — J~1S.J nicht nutzen, sondern auf dem urspriinglichen Hilbertraum
H bleiben, muss man lediglich mit J~! bzw. S + JSJ~! zuriicktransformieren.
Es gilt dann &7 (F) = JM;J~" fiir f € By(o(T)). Die Eigenschaften (a)-(f)
bleiben sédmtlich erhalten.

4.4 Integration beziiglich einem Spektralmafl

Zur Vorbereitung des zweiten Spektralsatzes ben6tigen wir den Begriff des Spek-
tralmafles.

Definition 4.4.1. Sei 2 eine o-Algebra auf einer nichtleeren Menge A und sei
H ein Hilbertraum. Eine Abbildung E : A — E(A) von A in die Menge der
orthogonalen Projektoren von H heif$t ein (B(H)-) Projektormaf oder (B(H)-)
Spektralmafl auf (A,2), wenn gilt:

(a)
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(b)
E(ANB) = E(A)E(B)VA, B € 2

(c) fiir ein Folge von paarweise disjunkte A, € 2 gilt

E(UA,) ZE

im Sinn der schwachen (dquivalent der starken) Konvergenz von Operato-
ren.

Man kann zeigen, daB (b) ein Folge von (a) und (c) ist, siehe Ubung 4.6.7.
Gilt fiir ein A € A: E(A) = Idy (also E(A\ A) = 0), so sagt man A trigt
(oder E wird von A getragen).

Ist A ein toplogischer Raum und 2 die o-Algebra der Borelschen Mengen
von A, wird E auch als Borelsches Projektormafl bzw. als Borelsches Spek-
tralmafl auf A bezeichnet.

Beispiel und Definition 4.4.2. Ist T € B(H) normal, A = o(T) und A =B
die o-Algebra der Borelmengen, so ist nach dem letzten Satz 4.3.27 E : A —
®(xa) = xa(T) wegen x4 = xa = Xa ein Spektralmafy auf A, 2. Man nennt es
das zu T gehdrige Spektralmaf$ oder kurz Spektralmafl von T'.

Analog wie bei skalaren Maflen lésst sich auch bei Spektralmaflen ein Integral
fiir beschrénkte 2-messbare Funktionen definieren. Sind A, A H, E wie in Defi-
nition 4.4.1 und ist g = >} a;x4,;, wo o € C, A; € 2, eine A-Treppenfunktion
auf A, so ist das elementare Integral

n

Ig:=> a;E(A;) € B(H)

1

wohldefiniert, also von der gewihlten Darstellung von g als 2A-Treppenfunktion
unabhéngig, und auflerdem linear sowie wegen (F(A)E(B) = E(AN B)) auch
multiplikativ. Ferner gilt

(Ig)* :;a ;

Somit ist I : g + Ig eins-Homomorphismus. Ist # € H und > | a;xa, eine
Darstellung von g mit paarweise disjunkten A;, so ergibt sich

IAg)al* = 1Y B4z = Zlazl I1E(A)z|* < Suplcvzl ZHE i)l
1

= llglloe Y 1E(ADZ]? = gl | EUT A < llglloollz)?
1
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(dabei zweimal den Satz von Pythagoras benutzt), also

gl < llglloo-

Da die 2-Treppenfunktionen beziiglich || | dicht in den beschrénkten -
messbaren Funktionen A, liegen, lisst sich I stetig auf A; fortsetzen. Die Fort-
setzung sei mit

/.dE:fH/de (oder /f()\) dE(A),/A fdE)

bezeichnet, sie ist dann ein stetiger *-Homomorphismus von A, nach B(H) mit
Norm < 1. Es gilt [ 1dE = [ xa dE = E(A) = Idy, d.h. der Homomorphis-
mus ist unital.

Satz 4.4.3. Sei H ein Hilbertraum Und E ein B(H)-Spektralmafauf (A,21),
wie in Definition 4.4.1, und sei (As, || - ) die Banach-Algebra der beschrdinkten
A-messbaren Funktionen auf A. Es gilt:

(a) Das Integral f — [ f dE von A, nach B(H) ist ein unitaler x-Homomor-
phismus mit Norm < 1. Insbesondere ist [ f dE fir reelles [ selbstadjun-
giert und fiir f > 0 ein positiver Operator.

(b) Fir x,y € H ist die Abbildung A — (Eax | y) von A nach C, wegen
E(0) =0 und E(A) ein komplexes Maf$ i, auf (A, ). Es gilt

((/de)x\y):/fd,um,y Vfe Ay, x,y € H. (4.4.4)

(¢) Fiir eine Folge f, € Ap mit sup, || fnllcc = C < 00 und f,, = f punktweise
auf A gilt

((/fndE)xly)—N(/de)évly) Ve.ye H

(sogar in der Norm von H: ([ f, dE)x — [ fdEz, Vxe H).

(d) Definiert man das Integral iber eine Teilmenge B wie tblich durch [ f dE =
| xBf dE, fir f € Ay, so gilt:

(i) Ist B eine (E-)Nullmenge (d.h. E(B) =0), so folgt
/ fdE=0 Vfe A
B
(i1) wird E von B getragen (d.h. E(B) =1dg), so folgt

/de:/deE Vf mit xgf € A.
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Bemerkung. Erweiterung: Die Gleichung in (d)(i) soll per Definition auch fiir
unbeschréinktes f gelten, was durch die Tatsache motiviert ist, daf in 4.4.4 bei
Integration iiber eine (E-)Nullmenge die rechte Seite der Gleichung auch fiir
unbeschrinktes f existiert und gleich null ist.

Beweis. (a) haben wir schon im Abschnitt vor diesem Satz erhalten. Fiir f > 0

(d)

ist

([ saByio)=(([ tHapya| ([ shdp) 20 voem,
dh. [ fdE >0.
Fiir A-Treppenfunktionen f = Y"1 a;xa, gilt

<dfwmm>=<zaﬂ>mw—2%w«mm>

Zazﬂzy /Za'LXA dﬂm’y /fdﬂm,y

Da jedes f € A, gleichméfig durch Treppenfunktionen approximiert werden
kann, folgt

([ saB)|y) = [ iy VS € A

denn komplexe Mafle sind Linearkombinationen von positiven endlichen Ma-
Ben.

Sind f,, € Ap mit sup,, || fnlleo < 00 und f, — f punktweise so folgt wegen
(b) und Lebegues Satz von der dominierten Konvergenz [5, (2.30)]

/fndEm|y /deac|y

wie behauptet. Um die stirkere Aussage ([ f, dE)x — ([ f dE)z, Vz €
H 7u zeigen benutzt man

| [ta=papsalp = ([-nam) [ - ae)

=</mﬁﬂwmmm

was nach dem soeben gezeigten (mit |f,, — f|? anstelle von f,,) gegen Null
konvergiert.

(i) Ist E(B) =0, so gilt fiir alle f € A,

/deE:/xdeE:/XBdE/de:E(B)(/de):0
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(i) ist E(B) =1dg, also E(A\ B) =0, so folgt wegen (i):

/de/XdeEJr/xA\deE/deE+/A\deE/deE.

O

4.5 Weitere Spektralsitze fiir Operatoren auf H

Satz 4.5.1 ((Spektralsatz II, fiir normale Operatoren)). Sei T € B(H) normal,
so gibt es genau ein Borelsches Spektralmafl E auf (o(T),B) mit

T:/U(T))\dE(A) (= /U(T)tdE, wo t(\) = A V()) € o(T)),

namlich das in 4.4.2 definierte Spektralmafs von T: E(A) = xa(T) = ®r(xa)
fiir Borelsches A C o(T'). Fiir dieses Spektralmaf gilt

(a)

FdE = f(T) Vf € B,
o(T)

(b) Ein Operator S € B(H) kommutiert mit T genau dann, wenn er mit allen
E(A), A € By kommutiert.

Beweis. (i) Existenz: Zu T wurde in Satz 4.3.27 der Funktionalkalkiil ®7 :
By(o(T)) — B(H) konstruiert und dann dazu das Spektralmafl von T ET :
B — B(H). Wir zeigen T = [tdET. Ist f = > ] a;xa, eine Borelsche
Treppenfunktion, so gilt

[ £aET =3 ava () = 5(0)
1

da der Borelsche Funktionalkalkiil von T linear ist. Sind f,,,n € N, Trep-
penfunktionen mit || f, — t||cc — 0 so folgt, wegen der ||.||oo-Stetigkeit des
Integrals und der des Borelschen Funktionalkalkiils

/t dET = lim/fn dET =lim f,(T) = t(T) = T,

wobei die letzte Gleichheit Satz 4.3.27 (1) benutzt.

(ii) Eindeutigkeit: Spezialisiert man im Satz 4.4.3 A = o(T),2 = 9B und ist
E : B — B(H) ein Spektralmafl wie im Satz:

T:/tdE,
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so erfiillt das Integral f — [ f dE die Voraussetzungen von Satz 4.3.27,
stimmt also mit dem Borelschen Funktionalkalkiil ®7 iiberein. Insbeson-
dere gilt

E(A) = / Xa dE = xA(T) = ET(A), VAeB.

d.h. F ist das zu T gehorige Spektralmafl. Im weiteren schreiben wir wieder
einfach F fiir das zu T gehorige Spektralmaf.

Eigenschaft (a): Wie gerade in (ii) gezeigt, impliziert [t dE =T, daB das
Integral beziiglich E mit dem Borelschen Funktionalkalkiil von T {iberein-
stimmt, also gilt (a).

Eigenschaft (b): Zun&chst iiberzeugt man sich leicht, dafl die Menge
Kom(S) := {R € B(H)|RS = SR} (genannt die Kommutante von
S) eine Unteralgebra von B(H) ist, die in der schwachen Operatortopo-
logie (also auch in der Normtopologie) abgeschlossen ist. Behauptung (b)
lautet

T,T7* € Kom(S) < E(A) € Kom(S) VA € 8.

“«<=": Mit den E(A) liegen auch alle Linearkombinationen Z]f a; E(4;),
d.h. die Integrale [ fdE aller Treppenfunktionen, in Kom(S). Wie schon
in (a) gezeigt ist T der Limes von solchen Integralen f fn dE und folglich
auch lim [ f, dE =lim([ f, dE)* = T*, woraus T, T* € Kom(S) folgt.
“=": Mit T und T™* liegt auch die davon erzeugte Unteralgebra von B(H),
also alle f(T), f € C(o(T)), in Kom(S). Ist A C o(T) (relativ) offen, so
gibt es f, € C(o(T)) mit 0 < f, <1 und f, — x4 punktweise, also nach
Satz 4.4.3

(/fndE)x — (/XAdE):r = E(A)z Vz € H.

Somit gilt E(A) € Kom(S) fiir offenes A C o(T'). Sind E(A), E(B) €
Kom(S) so auch

E(AnB) = E(A)Ep, ebenso
E(A\B) = E(A) - Ep sowie
E(AUB) = E(A\B)+ E(B).

Sind A,,, n € N paarwise disjunkt mit E(A,) € Kom(S)Vn € N, so gilt
E(UnAn) = > E(Ay) also
E(U,A,) € Kom(S).

Die Menge der A € B mit E(A) € Kom(S) ist somit eine o-Algebra
Borelscher Mengen, welche die offenen Mengen enthilt, also gleich B sein
musB.

O
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Bemerkung. Ein Borelsches Spektralmafi E auf o(T') lisst sich auf genau eine
Weise zu einem Borelschen Spektralma$ E auf C fortsetzen, denn wegen E(C) =
Idy = E(o(T)) muss E(C \ o(T)) = 0 gelten, also auch E(B) = 0 fiir Borelsches
B c C\ o(T). Man kann nun in Satz 4.5.1 o(T") durch C und das Spektralmafl
auf o(T") durch seine Fortsetzung auf C ersetzen

E(B) = ®(Xpro(1)) = XBro(r)(T) VB € B,
aber bleibt die Eindeutigkeit erhalten?

Lemma 4.5.2. Sei T € B(H) normal und E ein Borelsches Spektralmafl auf C
mit fU(T) tdE =T, wo t(z) = z, Vz € C. Dann wird E von einer beschrdnkten
Menge getragen.

Beweis. Sei T € B(H) normal und E ein Borelsches Spektralmafauf C mit
T = f(ct dE, wo t(z) = z. Sei @ die Menge der halboffenen Quadrate I, ,, =
[m,m + 1) x [n,n + 1), n,m € Z, die K|p)+1(0) nicht treffen. Sei z,,, =
(m+ L, n+1) der Mittelpunkt von I, . Es gilt [t — 2 X1, | < % auf I, ,
also nach Satz 4.4.3

lzm.nE(Imn) — /

Im,n

tdE| = | / (Gmnxt,. . — ) dE| <
Im,n

Si-

Da
inty,, ,tdE = / Xl tdE = E(Ipy )T,
C

erhalten wir )
2,0 E L) | 7 1|

Andereseits gilt
l2mn EImn)ll = 2mnl|ETmn)ll > ([T + DI ELnn)ll-

Es folgt ||E(Im,n)|| = 0. Als abzdhlbare Vereinigung von E-Nullmengen ist J :=
Um.ndm,n eine E-Nullmenge. Somit wird E von C\ J getragen, und C\ J ist als
Vereinigung endlich vieler Quadrate beschrankt. O

Satz 4.5.3 (Spektralsatz 117, fiir normale Operatoren). Ist T € B(H) normal,
so gibt es genau ein Borelsches SpektralmafS E auf C mit

T:/)\dEA
C

(= f(ctdE, wo t(A) = A\, VA € C), namlich das auf C fortgesetzte Spektralmaf
von T (E(B) = XBro(r)(T) VB € B). Fir dieses Spektralmaf gilt

(a)
[rap= [ tap=jm).vres,
C o(T)
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(b) Ein Operator S € B(H) kommutiert mit T genau dann, wenn er mit allen
E(A), A € B, kommutiert.

Im Fall von selbstadjungiertem T (T = T*) gilt der Satz auch mit R anstelle
von C.

Beweis. Dafl das fortgesetzte Spektralmafl von T alles erfiillt ist wegen Spek-
tralsatz II klar. Eindeutigkeit: Sei E ein Borelsches Spektralmafl auf C mit
T = fCtdE. Nach dem Lemma 4.5.2 wird E von einer beschréinkten Men-
ge K C C getragen. Wir koénnen K kompakt mit K D o(T) wihlen. We-
gen T = [tdE = [, tdE gilt nach Satz 4.4.3 (a)(d) [tdE = T*, folg-
lich [p(t,t)dE = p(T,T*) fiir alle Polynome p(t,?), also ist wegen Stone-
WeierstraB auch [ fdE fiir alle f € C(K) eindeutig bestimmt. Hieraus folgt
wegen Satz 4.4.3 (c), daB [ xadE = E(A) fiir (relativ) offene A in K fest-
gelegt ist, denn fiir jedes solche A gibt es eine beschriinkte Folge in C(K),
die punktweise gegen x akonvergiert. Sind F(B) und E(C') bestimmt, so auch
E(BNC)=EpNE(C)und E(K \ B) =1dg — E(B), und sind E(4g), k € N,
fiir paarweise disjunkte Borelsche Teilmengen Aj; von K bestimmt, so auch
E(UiA) = Y77 E(Ag). Somit bildet die Menge der Borelschen A C K mit
eindeutig bestimmtem FE(A) eine o-Algebra, welche die (relativ) offenen Teil-
mengen von K enthilt, mithin gleich B(K) ist. Also stimmt E auf K mit
dem (fortgesetzten) Spektralmafl von T {iberein. Auf C\ K verschwinden bei-
de, folglich sind die Spektralmafie insgesamt gleich: fir B € B gilt E(B) =
E(BAo(T)) + E(B N (C\o(T))) = E(B N o(T)) = xpao(r)(T). o

Definition 4.5.4. Die Fortsetzung des Spektralmafles von T auf C (bzw. im
Fall von T = T* auf R) nennen wir das Spektralmafl von T auf C (bzw. auf R).

Eine andere klassische Form des Spektralsatzes:

Satz 4.5.5 (Spektralsatz 111, fiir selbstadjungierte Operatoren). Sei T =T* €
B(H) selbstadjungiert, also o(T) C R. Sei m = mino(T), M = maxo(T).
Dann gibt es eindeutig bestimmte orthogonale Projektionen {Ex}xer (Spektral-
schar genannt) mit:

(i) Ex < E, (also ExH C E,H) Y\ < p.
(ii) Ex =0 fir A <m, sowie Ex =1dy fir A\ > M
(ZZZ) hm)\TH Eyxr = EM.T Ve e H

(iv) T = fi”s)\dE)\ (normkonvergentes Riemann-Stieltjes Integral), wobei
€ > 0 beliebig ist.

Auflerdem gilt

(v) fiir f € C(R) fior)(T) = [ F(N) dEn,
(vi) fir S € B(H) gilt ST =TS < (SEy = ExS VA € R)
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Beweis. Existenz: Ist F das (fortgesetzte) Spektralmafl von T auf R, so nimmt
man Ey := F((—o0,\)) und stellt fest, daf (i)-(iii) erfiillt ist. Fiir f € C(R) gilt

/R fdE = /[m’Mm fdE = / o F9B = fo @)

da E von o(T) getragen wird. Das zweite Integral kann durch gleichméBige
Approximation von f auf [m, M + €) mit Treppenfunktionen der Form

n
E QiX[as_1,a;)y Wom =ag <...,a:n=M+e,
1

gewonnen werden. Da E([a,b)) = Ey, — E, gilt und man «; = f(z;) mit x; €
[avi—1, o;)withlen kann, ldsst sich

/ JdE
[m,M+e)

auch als Riemann-Stieltjes-Integral interpretieren,was zusammen mit Satz 4.5.3
(iv) und (v) zeigt. Zu (vi): = folgt aus 4.5.3, < aus der Tatsache, dafl T' Limes
von Operatoren der Form

> aiB(lai1, @) =Y i(Ea, — Ba, )
1 1
ist.

Eindeutigkeit: Sei {E\}acr} eine Schar von orthogonalen Projektionen in
B(H), die (i)—(iv) erfiillen, sei J := [m, M +¢) und $ die Menge der halboffenen
Intervalle [a,b) C J. Sei T der Raum der $-Treppenfunktionen (d.h. von der
Form >} aixa, mit A; € $, und sei

L={f:J—>C|3fy €T mit |[f — fulloc — 0.

Setzt man F([a,b)) = Ep — E,, so ist F' ein projektorwertiger Inhalt auf §, d.h.
fiir paarweise disjunkte A; € $ mit UTA; € $ gilt F(UT4;) = Y1 F(4;).
Analog wie in Abschnitt 4.4 ldsst sich auf 7 durch

n

1) aixa,) =Y aiF(4;)
1

1

ein elementares Integral definieren und per Stetigkeit auf L fortsetzen;
/de =limI(f,), wo fr, € T mit || f — fulloc = O.
J

Das Integral f — [ fdF ist dann ein unitaler *-Homomorphismus von L nach
B(H), positiv (d.h. f > 0 = J fdF > 0, fir die Ordnung auf B(H) siche
Ubung 4.6.2) und mit || [ fdF|| < ||f]cc-
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Fiir f € C(R) ist f); gleichméssig stetig (sogar auf J), also existiert das
Riemann-Stieltjes-Integral

/J V) By

Die approximierenden Summen

Z f(z;)(Eq, — Eq,_,) lassen sich als I(Z (@) X[ai_1,a))

lesen und da mit fortschreitender Approximation die Léngen der Intervalle
[a;—1,a;) gegen null gehen, wird f gleichméBig approximiert, es gilt also

/Jf()\)dEA:/deF.

Fiir f(A) = Xist [ fdF durch (iv) eindeutig festgelegt.

Das legt auch [ ; pdF fiir jedes Polynom p fest, und da die Polynome in
C(J) und somit auch in C| sdicht liegen, ist fJ f dF fiir jedes f € C(R) eindeutig
bestimmt.

Seinun m < A < M +eund sein € Nmit m < A— 1 < X Sei f,, € C(R)
stiickweise linear, f,, = 1 auf (=00, A= 2], fn = 0 auf [\, 00) linear auf [A— £, \).
Es gilt

X(—oor—1] < Jn S X(=o0,n), also auf J: x(pa—1) < fajg < X(m,n),

n

und somit

A—L A
Ek_l—oz/ ng/fnng/dF:EA—O.
J

n
m m

Wegen
(Ey_1z|z) — (Ezz|z) Vo € H gilt (/ fndF z|z) = (Exx|z) Vo € H,
" J

d.h. die orthogonale Projektion E ist eindeutig bestimmt. O

Der Satz 4.5.5 entsprechende Spektralsatz III fiir normale Operatoren ist
etwas umstéindlicher zu formulieren, da ¢(T) nun komplex ist. Die Spektral-
schar hat nun einen komplexen Parameter. Auf C benutzen wir die Ordnung
=<, wobei fiir A = Ay + Aot, g = p1 + pot A X p gleichbedeutend mit A\; < g
und Ay < pg ist, m und M sind nun inf und sup von ¢(7) im Sinne dieser
Ordnung. Bei (vi) steht dann rechts VA € C, bei (iv) steht ein zweidimen-
sionales Riemann-Stieltjes-Integral. Der Beweis ergibt sich analog mit E) =
E(_so,a)x (=00, fiilr A = (a,b) € C. Um die Projektorwerte der fiir das Sieltjes-
Integral bendtigten halboffenen Rechtecke darzustellen braucht man nun vier
Terme: E([a,b) X [¢,d)) = E((b,d)) — E((a,d)) — E((b,a)) + E((a,c)).
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4.6 Ubungen, Beispiele, Erginzungen

Ubung 4.6.1. Seia € A ein normales Element einer C*-Algebra A. Man zeige

. nt _
Tim [la"| = [al.
Ubung 4.6.2. Sei H ein komplezer Hilbertraum.

BH)y ={A € BH)| <Az |z >> 0Vx € H} die Menge der positiven
Operatoren auf H. Man zeige:

(i) B(H)4 ist ein konvezer Kegel.

(ii) Die Relation A < B & B — A € B(H)4 definiert eine Ordnung auf
B(H).

Ubung 4.6.3. Sei 2 eine o-Algebra von Teilmengen von A. Eine (komplezwer-
tige) Funktion heifft Treppenfunktion, falls sie nur endlich viele Werte annimmd.
Man zeige, dafl sie eine Darstellung

n
ZaiXAiv a; € (Cv Az e
1

mit paarweise disjunkten Mengen {A1,..., A,} besitzt.

Ubung 4.6.4. Zu jedem (komplezwertigem) beschrinkten 2A-mefbaren f € A,
gibt es eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdfig gegen f konvergiert.
Hinweis: Man zerlege den Wertebereich der zu approximierenden Funktion je-
weils fein genug.

Ubung 4.6.5. Sei A eine o-Algebra von Teilmengen von A. Man zeige, daf8
die beschrinkten A-mefibaren komplezwertigen Funktionen Ay, mit punktweisen
Operationen und der Norm, || f|lcc = sup,ea |f(y)| eine Banachalgebra bilden.
Durch komplexe Kongugation ist eine isometrische Involution gegeben.

Ubung 4.6.6. Sei A eine o-Algebra von Teilmengen von A Man zeige, daf fiir
eine mefbare komplexwertige Funktion ihr Spektrum in der Banachalgebra Ay
der beschrankten A-mefbaren Funktionen der topologische Abschluf ihres Bildes
ist. D.h.

oalf) = f(A)

Ubung 4.6.7. Man zeige die Behauptung nach 4.4.1, nimlich, daf in der De-
finition (b) ein Folge von (a) und (c) ist.





