Kapitel 3

Hilbertraume

3.1 Grundbegriffe

Sei E ein Vektorraum iiber K = R oder C.
Definition 3.1.1. Ein Skalarprodukt auf E ist eine Abbildung

(| ):ExE = K
(z,y) — (zly)
mit
(i) (fIf) >0 fir f#0
(i) (af + Bglh) = a(f|h) + B(g]h)

(iii) (flg) = (glf)
fir alle f,g,h € H, a, 8 € K.

Bemerkung 3.1.2. (a) Im Fall K = Rist ( | ) eine positive definite
symmetrische Bilinearform, im Fall K = C eine positive definite hermitesche
Sesquilinearform, denn aus (ii) und (iii) folgt

(hlaf + Bg) =a(hlf) + B(hlg),

also Antilinearitét (oder konjugiert - Linearitét) im zweiten Argument.
(b) Aus (i) - (iii) folgt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

I(fl9)* < (fIf)(glg) (CS9).

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn f und g linear abhéngig sind.

Beweis. Falls g = 0, ist die Behauptung erfiillt. Falls g # 0, gilt 0 < (f —
2 2 2

Gmalf = Gia) = (115) — "G — G + LG8 akso (Fl0)]? < (F1/)slo).

Gleichheit impliziert f — Eé ||g ; g = 0, also lineare Abhéngigkeit. Sind umgekehrt

f und g linear abhingig, z.B. f = Ag, so folgt |(f|g)| = |Allgl> = [If]l llgl. O
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(¢) Durch ||f| := (f|f)'/? wird auf E eine Norm definiert. Die Dreiecksun-
gleichung beweist man mit (CS):

1f +gll* = (f + glf +9) < IFI7 + 21(F19)] + Ngll® < IFI1* + 20 £1 gl + g1
= (£l + llgl)?, also |If + gl < [I£1l + llgll-

(d) (Polarisationsformel) Jedes Skalarprodukt kann auch durch seine zu-
gehorige Norm ausgedriickt werden. Im reellen bzw. komplexen Fall gilt

(flg) = 317 +l> — 7 ~ gl (3.13)

bzw.

(Fl9) = 42 i*1f + il (3.1.4)

oder ausfiihrlich geschrieben

(ﬂm=imf+m9—w—gw+ﬂf+ww—ﬂﬁ—mW%

wie man leicht nachrechnet.
(e) Fiir die durch ein Skalarprodukt definierte Norm gilt die Parallelo-
grammgleichung

(P) IF+gll* +1f = all* = 20IF11* +2[lglI*,

wie man leicht nachrechnet.
(f) Versieht man E mit der unter (d) definierten Norm, so ist wegen (CS)
das Skalarprodukt eine stetige Funktion von F x E nach K.

Definition 3.1.5. FEin Vektorraum mit Skalarprodukt heiffit Prahilbertraum.
Ist er unter der vom Skalarprodukt herriihrenden Norm wollstindig, heifit er
Hilbertraum.

Beispiele 3.1.6. (a) (? ist mit ({xn}|{yn}) = Ty ein Hilbertraum.

(b) L?([a,b]) ist mit (flg) : f f(@)g(x)dx ein Hilbertraum.
Satz 3.1.7 (Jordan-von Neumann). Sei (E, || ||) ein normierter Raum. Es gibt
genau dann ein Skalarprodukt ( | ) auf E mit ||z| = (z|x)Y/? fir x € E, wenn

die Norm || || die Parallelogrammgleichung erfillt.

Beweis. Wegen Bemerkung (e) oben ist nur noch die Implikation < zu zeigen.
Gelte also

(P) IF + gl + 11 = glI* = 2II1* + 2llg®

fiir alle f,g € E und sei (f|g) durch die Polarisationsformel 3.1.3 bzw. 3.1.4
definiert, woraus sich direkt Folgendes ergibt:
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(a) [[2]* = (z|z) (im Fall K = C wegen |1 +i| = [1 i), (z]ly) = (y|z)
bzw. (z|y) = (y|x) im reellen bzw. komplexen Fall, (0|y) = 0, (—z|y) = —(z|y),
(izly) = i(x]y) (falls K = C).

(b) Wir betrachten zunéchst den reellen Fall und zeigen Additivitit im ersten
Argument von (| ). Nach Definition von ( | ) (s. oben) gilt

A(zl2) + (yl2) = Il + 217 = llw — 21 + [ly + 2[1* = lly — =/
= llo+ 207 + llyll* = llo = 207 = lyll* + lly + 2I* + 2l* = lly = 2II* — =

y 1
= §(Ilm+y+ZIIQ+IIJffyHIIQf||af+ylel2fII:JEfnyII2
tlety+zlP+Il—a+y+zlP =z +y—2> | -z +y—z[°)

=lz4+y+z)® =z +y— 2> =4z +yl2).
(3.1.8)

(c) Aus der Additivitdt folgt sogleich (2z|z) = 2(z|z ) und per Induktion
(nz|z) = n(z|2) fir n € N, wegen (z]2) = (m- +xz|2) = m(£x|z) auch (Lz|z) =
L (2|2), somit auch (Az|z) = A(z|2) fiir positive A € Q, und wegen (a) fiir alle
A € Q. Da auf R die Abbildungen A — A(z|z) und A — (Az|z) beide stetig
sind und auf Q iibereinstimmen, stimmen sie ganz iiberein: A(z|z) = (Ax|z) fiir
A € R. GemiB(a) gilt auch (z|z) = ||z|> > 0 fiir  # 0 und (z|y) = (y|) fiir
x,y € F, d.h. (|) ist ein Skalarprodukt auf E mit (z|x)*/? = ||z|.

(d) Der Fall K = C. Das durch die Polarisationsformel 3.1.4 definierte (z|y)
trennt man in Real- und Imaginérteil. Die Abschnitte (b) und (c) gelten auch fiir
den Realteil, d.h. dieser ist im ersten Argument additiv und homogen fiir reelle
Skalare. Der entsprechende Beweis fiir den Imaginérteil ist identisch, nur steht
in den quadratischen Normausdriicken iz statt z. Somit ist insgesamt (z|y) im
ersten Argument additiv und homogen fiir reelle Skalare. Dies zusammen mit
(a) zeigt, daB ( | ) ein Skalarprodukt mit (z]|2)/2 = ||z]| ist. O

Korollar 3.1.9. Ein normierter Raum ist genau dann ein Praehilbertraum,
wenn jeder 2-dimensionale Unterraum ein Praehilbertraum ist.

3.2 Konvexitidt und Orthogonalitit

Definition 3.2.1. Ist E ein Vektorraum iber R oder C, so heif§t eine Teilmenge
K C FE konvex, wenn gilt: x,y € K,0<a<l=ar+(l-a)y € K.

Satz 3.2.2. Sei G ein Prd-Hilbertraum, K C G eine nichtleere vollstindige
konvexe Teilmenge. Dann ¢ibt es zu jedem x € G genau ein y € K mit

lz =yl = inf flz — 2]

Man bezeichnet dieses eindeutig bestimmte y als Projektion von x auf K und
schreibt y = Prx.
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n—,oo

Beweis. Sei {y,} eine Folge in K mit ||z — y,|| — inf.ex ||z — 2| = ¢. Wir
zeigen, dafl {y, } eine Cauchyfolge ist, unter Benutzung der Parallelogrammglei-
chung und der Tatsache, daf3 %(yn + ym) wegen der Konvexitit von K wieder
in K liegt. Mit 2z, = x — ¥y, erhalten wir aus der Parallelogrammgleichung
20 = 2| + llzn + 2m|* = 2[2n]? + 2||2m|* die Gleichung [ym — yn|* =
2z = yull* + 2/l — yml* = 12(z = 2(yn + ym))[|?. Da der letzte Term dieser
Gleichung < —4¢? ist und ||z —yn|| — c gilt, folgt ||ym —yn||*> — O fiir m,n — oo,
d.h. {y,} ist eine Cauchy-Folge. Da K vollstindig ist, konvergiert {y,} gegen
ein y € K. Es gilt (wegen der Stetigkeit der Norm) ||z — y|| = lim ||z — y,|| =
inf,ex |z — z||. Ist ¥ € K mit derselben Eigenschaft gegeben, so folgt aus
obigem, dafl (y,y’, v, ...) eine Cauchyfolge ist, also y = y’. O

Definition 3.2.3. Sei G ein Prdhilbertraum. Man nennt Elemente x und y
aus G orthogonal (z L y), wenn (z|y) =0 gilt. Teilmengen A, B, C G heiflen
orthogonal (A L B), wenn (alb) = 0 gilt fir allea € A, b € B. Ist A C G, so
heifit AL = {zx € G |x L A} das orthogonale Komplement von A.

Bemerkung 3.2.4. (a) Sind 21, ..., x, € G paarweise orthogonal, so gilt |1 +
etz ||? = |21 + .+ [|20]|? (“Satz des Pythagoras” ).
(b) AL ist stets ein abgeschlossener Teilraum von G.

Satz 3.2.5 (Orthogonale Zerlegung). Ist M ein vollstindiger Teilraum des
Prihilbertraumes G, so gilt G = M @ M.

Beweis. Sei x € G, y = Pyux (siehe Satz 3.2.2). Aus ||z — y|| < ||z — m]]
fiir alle m € M leitet man (r —y) L M her: Wiare m € M mit |m]| = 1
und (xz — ylm) = a # 0, so wire * — y — am orthogonal zu m, also nach
Pythagoras ||z —y — am|]® + |[[am||®? = ||z — y|?, d.h. fir m' = y+am e M
gillte ||z —m/|| < ||z —y||, was nicht sein kann. Somit ist  —y orthogonal zu M.
Alsogilt z =y + (x —y) € M+ M+ und somit G = M + M*. Ist x € MN M+
so gilt (z]x) = 0, also x = 0, folglich ist die Summe direkt: G = M & M+. O

Bemerkung und Definition 3.2.6. Fiir m* € M* liefert die soeben bewie-
sene Zerlegung m* = Pyym* + (mt — Pyym?t). Da ebenso m* = 0+ m= gilt,
folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung Pyym* = 0, also Py = 0 auf M*.
Auf M gilt Py; = idpy. Offenbar gilt Pyy € B(G) und ||Py|| = 1. Man nennt
Py die orthogonale Projektion auf M.

3.3 Orthonormalbasen

Orthonormalsysteme

Definition 3.3.1. Ist G ein Prahilbertraum, so heifst A C G ein orthonomales
System (ONS), wenn (a|b) = 041 gilt fiir alle a,b € A.

Bemerkung 3.3.2. (a) Ist A C G ein endliches ONS, so folgt aus 0 < ||z —

Yaea(zla)al? = [lz]? = en |(@la) P = oen l(zla) P+ 0e 4 |(2la)? = [|2]|* —
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> aca |(zla)|* die Besselsche Ungleichung:

Z |(z]a)]? < |jz||?* fiir alle 2z € G.
acA

Hieraus folgt, dafl bei beliebigem ONS A fiir jedes  hichstens abzihlbar viele
a € A mit (z|a) # 0 existieren. Die Besselsche Ungleichung gilt auch fiir un-
endliche ONS A, wenn wir die Summe links als Supremum iiber die endlichen
Teilsummen definieren oder, was dasselbe ist, als >~ |(z]a,)|* wobei a,, die
a € A mit (z|a) # 0 in irgendeiner Reihenfolge durchliuft.

(b) Fiir jedes endliche ONS A gilt

(a: - Z(x|a)a) 1A firalezeg.

a€A

Beweis. Fiir jedes b € A gilt

(= 3 (zla)alb) = (a]p) — (x[p)(b]p) = 0

acA
O

(c) Ist A = {aq,...,a,} ein endliches ONS und sind Ay, ..., A, € K so gilt fiir

jedes x € G
n n
lz =" Nl > [l = > («la)ai],
1 1

d.h. Y7 (z|a;)a; liefert die beste Approximation von z innerhalb von Lin.

Beweis. x—Y N\a; = [x=>_(z]a;)a;]— > (Ai—(2|a;))a;] und nach (b) oben sind
die beiden Terme in eckigen Klammern zueinander orthogonal. Mit “Pythago-
ras” (s.0.) erhalten wir |2 =" Nia;||? = ||z = 2 (z|ai)ail |+ Yo (i —(z]ai)a;i||? >
D CILALHE O

(d) Ist A ein ONS in G und {A\,} € (?(A), d.h. gilt A\, € K fiir jedes
a € A, \, # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele a,(n € N) und Y07 | [A,,|* < oo,
so ist > o7 | Ag,an eine Cauchy-Reihe. Konvergiert diese Reihe, so konvergiert
auch jede Umordnung davon und hat denselben Grenzwert (folgt leicht aus der
Orthogonalitit der Reihenglieder). Man bezeichnet dann den Grenzwert mit
Y aca Aat. Ist z dieser Grenzwert, so gilt A\, = (2]a) fiir jedes a € A.

Orthonormalbasen

Satz 3.3.3. Sei G ein Prdhilbertraum, A ein ONS in G. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) A ist total in G, d.h. das lineare Erzeugnis von A ist dicht in G.

(i) x =3 calzla)a  fiir alle x € G.

(iii) (xly) = > ,calxla)(yla) fir alle z,y,€ G
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(w) [|)|* = Y cal(z|a)|? fir allex € G (Parsevalsche Gleichung).
Ist G wollstindig, so sind auch folgende (schwichere) Aussagen zu den vorigen
dquivalent:

(v)x L A= x=0.

(vi) A ist ein mazimales ONS in G

Beweis. (i) = (ii): Gelte (i) und sei z € G. Es gibt z,, € LinA mit z,, — . Ist
T, = 11211 )\fcn)aén) mit )\,(c") € K und aén) € A, so kénnen wir {a,(cn)|1 <k<
kn} C {a,(cnﬂ) |1 <k < kpqq} fiir alle n annehmen, denn eine Linearkombination
dndert sich nicht, wenn man weitere Vektoren mit dem Faktor Null hinzuaddiert.
Also lassen sich die z,, in der Form z,, = Z’;;l )\;")ak mit von n unabhéngigen
ar € A darstellen. Nach Bemerkung 3.3.2 (¢) gilt ||z — Zlf" (z|ag)ar|® < ||z —
T, |* = 0, woraus x = Y 7" (z|ay)ay, folgt.

(ii) = (iii): folgt aus der Tatsache, dal A ein ONS und das Skalarprodukt
stetig ist.

(iii) = (iv): ist klar.

(iv) = (i): folgt aus Bemerkung 3.3.2 (a): fiir endliches B C A gilt

lz = (zla)al]® = |l = Y |(z]a) .

acB a€B

Durchléuft {a,} diejenigen a € A mit (x]|a) # 0 und setzen wir B = {ay, ..., an},
so geht die rechte Seite obiger Gleichung nach Voraussetzung mit n — oo gegen
0, also auch die linke. Somit ist LinA dicht in G.

(v) & (vi): ist klar (da die Negationen beider Bedingungen dquivalent sind).

(i) = (v):z L A= 2 L x (wegen (i) und Stetigkeit des Skalarprodukts)
=z =0.

Sei G nun vollsténdig.

(v) = (i) (Beweis durch Kontraposition): Sei A nicht total, also M = LinA #
G. Nach dem Satz 3.2.5 gilt G = M @ M~*. Es gibt also ein z # 0 € M~+. Wegen
A C M folgt x L A, was die Negation von (v) ist. O

Definition 3.3.4. Ein ONS in einem Hilbertraum heiffit Orthonormalba-
sis(ONB), wenn es eine der dquivalenten Bedingungen (i) - (vi) des vorigen
Satzes erfiillt.

Bemerkung. Ist H ein Hilbertraum, A eine (ONB) in H, so folgt aus (iv) von
Satz 3.3.2, dafl die Abbildung = — {(z]a)}sca linear und isometrisch von H
nach ¢2(A) ist, wenn man in ¢?(A) die Norm analog wie in £2 = ¢?(N) definiert.
Aus Bemerkung 3.3.2 (d) folgt, dafl diese Abbildung surjektiv ist. Also gilt
H = (%(A) (isometrische Isomorphie).

Satz 3.3.5. Ist G ein Prdhilbertraum und sind A, B maximale ONS, so haben
A und B gleiche Michtigkeit.

Beweis. Ist A endlich, so gilt #B < #A (man benutzt, dal orthogonale Vek-
toren linear unabhiingig sind). Ist A unendlich, so betrachte man fiir x € A
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die Menge B(z) = {y € B | (y|z) # 0}. Wegen der Besselschen Ungleichung
ist B(x) hochstens abzihlbar. Es gilt B = |J B(z), also #B < No-#A = #A
(da #A eine unendliche Kardinalzahl ist). Wir haben somit #B < #A gezeigt.
Vertauschung von A und B fiihrt zu #A < #B, also #A = #B. O

Definition 3.3.6. Die Hilbertdimension eines Prdhilbertraums G ist die
Kardinalzahl eines maximalen ONS in G.

Vorsicht: Im unendlich-dimensionalen Fall kann diese Dimension kleiner sein
als die Vektorraumdimension (Kardinalitéit einer Hamel-Basis), muss es aber
nicht. Vgl. 3.5.28.

Bemerkung.

(a) Ist B C G ein ONS, so gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales
ONS A mit A D B. Insbesondere lasst sich jedes ONS im Hilbertraum zu einer
ONB ergénzen.

(b) Ist G ein separabler Préhilbertraum, so kann man sich ohne Benut-
zung des Zornschen Lemmas ein maximales ONS verschaffen, denn es gilt:
Ist {a,} eine Folge linear unabhingiger Vektoren in G, so gibt es eine or-
thonormale Folge {b,} mit Lin{ay,...,an} = Lin{by,...,b,} fir alle n € N,
wobei “Lin” das lineare Erzeugnis bedeutet. (Gram-Schmidtsches Orthonor-
malisierungsverfahren: Sei b, = Sind b4, ...,b, schon konstruiert, so sei

b
b1 = ant1 = 2oy (@nt1]bi)b; und byyq = Hb;L IH)

Ha [

Beispiel 3.3.7. In L?([0,1]) ist A= {e*™™!n € Z} eine ONB.

Beweis. Man verifiziert unmittelbar, dal A ein ONS ist. Daf§ A total in L?([0, 1])
ist, zeigt man mit dem Weierstraflschen Approximationssatz. O

Proposition 3.3.8 (Orthogonale Zerlegung). Ist M ein abgeschlossener Un-
terraum eines Hilbertraumes H, so gilt H = M @& M*.

Dies ist eine schwichere Fassung von 3.2.5.

Ein anderer Beweis: Sei B eine ONB von M, A eine ONB von H, die B
enthélt. Fir x € H gilt:

x = Z(x|a)a = Z(x|b)b—|— Z (z|a)a € M + M*.

a€A beB a€A\B

Korollar 3.3.9. Ist M ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H,
so gilt M = (M*+)+ = M++.

3.4 Operatoren auf Hilbertraumen

Darstellungssatz von Riesz

Satz 3.4.1 (Riesz I). Ist H ein Hilbertraum und f € H', so gibt es genau ein
x € H mit f(y) = (y|z) fir alle y € H. Die Zuordnung [ < x definiert einen
isometrischen Anti-Isomorphismus (antilinear und bijektiv) zwischen H' und H.
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Beweis. Jedes z € H definiert ein Funktional ¢, € H’ durch ¢.(z) = (z|z).
Wegen |(212)] < [l2lllz]l gitt llg.] < l121l, wegen |(2]2)] = I|z|? gilt [l Il = |12].
Somit ist die Abbildung @ : z — ¢, von H nach H’ isometrisch, aulerdem wegen
ap, = g, antilinear. Ein f € H’ ist durch seinen Kern (der Kodimension 1 hat)
und den Wert an einem beliebigen Punkt auflerhalb kerf eindeutig bestimmt.
Ist x € (kerf)* mit ||z|| = 1 und f(x) = a, so folgt wegen a = a(z|r) = (z|az),
daB f = @as, denn beide Funktionale haben gleichen Kern und gleichen Wert
bei x. Somit ist ® surjektiv, also ein isometrischer Antiisomorphismus von H
auf H'. O

Adjungierte Operatoren

Definition 3.4.2. Ist H ein Hilbertraum und T € B(H), so heifit ein Operator
T* € B(H) zu T adjungiert, wenn fir alle x,y € H gilt:

(Tzly) = («|T"y).

Ist T zu sich selbst adjungiert, so heiffit T selbstadjungiert oder auch hermi-
tesch.

Satz 3.4.3 (Riesz II). Sei H ein Hilbertraum dber K und ( , ) : HxH - K
linear im ersten, antilinear im zweiten Argument und auferdem stetig: |{x,y)| <
Cllz| ly|| fir alle x,y € H. Dann gibt es genau ein A € B(H) mit [|A| < C
und (x,y) = (z|Ay). Gilt (x,y) = (y,x), so ist A hermitesch: A = A*.

Beweis. Fiir festes y ist « — (x,y) aus H'. Es gibt nach dem vorigen Satz also
genau ein y’ =: Ay mit (x,y) = (x|Ay). Die Abbildung A : y — Ay ist linear
und [[Ayl| = supjp<q (@l Ay)| = supp<s (@, m)] < Cllyll, also 4] < C. Aus
(x,y) = (y,x) folgt (z|Ay) = (y|Azx) = (Az|y), also A = A*. O

Korollar 3.4.4. Zu jedem T € B(H) gibt es genau einen adjungierten Opera-
tor.

Beweis. Betrachte (x,y) = (Tz]y) und wende den letzten Satz an: es gibt genau
ein A € B(H) mit (Tz|y) = (x,y) = (z|Ay), also A =T*. O

Ubung. Fir R, S € B(H) gilt (S*)* =S, (RS)" = R*S*, (R+8)* = R* + 5%,
AS)* = AS* VA € K, ||S*]| = |ISII, IS*S|| = [|SS*|| = ||S||? sowie ker S* =
(SH)*, ker S = (S*H)*.

Neben den schon definierten selbstadjungierten Operatoren seien zwei weite-

re mit der Adjunktion * definierte Klassen von Operatoren im Hilbertraum
erwahnt:

Definition 3.4.5. FEin Operator T € B(H) heifit normal, wenn TT* = T*T
gilt. T heifst unitar, wenn TT* = T*T = idy gilt.

Offenbar sind hermitesche (= selbstadjungierte) Operatoren und unitire Ope-
ratoren normal.
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Satz von Lax-Milgram

Satz 3.4.6 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum dber K und (, ) : H X
H — K linear im ersten, antilinear im zweiten Argument. Es gebe Konstanten
C und C', so daf |(z,y)| < C|lz|| ||y|| und |(x,z)| > C'||z|]? fir alle z,y,€ H.
Dann ist der wie im letzten Satz (Riesz II) definierte Operator A invertierbar
(d.h. 3IA™Y € B(H) mit AA™' = A7 A = idy ) und es gilt ||[A7']| < 2.

Beweis. Sei A wie im Satz 3.4.3. Es gilt
O]l < Kz, 2)] = |(z|Az)| < ||| [|Az]),

also C'||z|| < ||Az||. Deshalb ist A ein bi-stetiger Isomorphismus von H auf AH.
Insbesondere ist AH abgeschlossen in H. Es gilt AH = H, denn aus x | AH
folgt insbesondere 0 = (z|Az) = (x,z) > C’'||z||?, also z = 0. Somit ist A
invertierbar, und wegen ||z|| < A ||Az| folgt |A7|| < 2 (setze z = A~'y). O

Eine Anwendung der Sitze von Riesz und Lax-Milgram.
Existenz schwacher Losungen fiir gewisse Differentialgleichungen.

Vorbereitung (Sobolevraum Hj auf [0,1]). Sei / = [0,1] und sei Hy der
Raum der f € C(J ) deren Ableitung f’ fast iiberall existiert und in L?(I)
liegt sowie f(z) = ) + fo f’ dt erfiillt. Anders gesagt: Sei Hi = {f €
C(I) | Ju € L*() mlt f( )+ Jy u(t)dt ¥V & € I}, wobei wir fiir u
dann f’ schreiben. Bezelchnet ( | ) das Skalarprodukt in L?(I), so wird durch
(flg)t = (flg)+(f'lg’) ein Skalarprodukt auf H2 definiert. Die zugehorige Norm
ist || £l = (IF13+If113)*/2, und H} ist damit, wie leicht zu sehen, vollstéindig,
also ein Hilbertraum. Der Unterraum Hi = {f € H1|f(0) = f(1) = 0} ist
abgeschlossen. Diesen Raum (Sobolevraum) werden wir benutzen. Problem-

stellung. Wir betrachten die Sturm-Liouville-Differentialgleichung Lu = f,
wo Lu = —(pu') + qu, p € C*(I),q € C(I). Das zugehorige Randwertpro-
blem lautet: bei gegebenem f € C(I) finde man u € C?(I) mit Lu = f
und «(0) = w(1) = 0. Damit u eine Losung ist, geniigt es (und ist notwen-
dig), daB fol vlu = fol of fiir alle v € CY(I) mit v(0) = v(1) = 0 gilt. Den
Raum dieser Funktionen nennen wir Cg (). Mit partieller Integration ergibt sich
fo vLu = fo ) +qu) = fol(v’WJrvqTL) =: (v,u). Eine Funktion u € Hj
heifit schwache Losung (da nur “schwach” differenzierbar), wenn (v,u) = [vf
fiir alle v € C§ gilt.

Satz 3.4.7. Seien p,q und (v,u) wie oben und Re p, Re ¢ > ¢ > 0 auf I. Dann
gilt:
Zu f € LY(I) gibt es genau eine schwache Lisung in H3}

Beweis. Fiir u,v € Hj gilt

(v, )|

IN

1 1
/ [o'pu| +/ logul < lIplloo 1V'll2 10112 + llgllollvll2llull2
0 0

max{||plloc, llalloc} - (1013 + I1013) 2 (1’13 + ull3)?
const|v|[3]|u]|-

IN
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AuBlerdem gilt
1
[(w, u)| > [Re(u, u)| Z/O (Ju'Pe + [ul?e) = e(||ull3)®.

Somit ist der Satz von Lax-Milgram anwendbar: (v,u) = (v|Au) mit einem
(eindeutig bestimmten) invertierbaren A € B(H).

Fiir f € LY(I) sei die Linearform F: H} — C definiert durch F(v) = fol vf.
Es gilt

[F)| < ol flln = ||f\|1sup|/ v (t)dt] < ([ fIllx l2llv'll2
zel 0
LAl llvl2,

also F' € (H})'. Nach dem Satz von Riesz gibt es genau ein w € H} mit F(v) =
(v|w)!. Ein v € H3 ist genau dann eine schwache Losung, wenn (v|Au) = (v|w)
fir alle v € C}(I) gilt. Dies ist gleichbedeutend mit Au = w, da, wie man
leicht sieht, C{(I) dicht in H3 ist. Somit ist u = A~1w die eindeutig bestimmte
schwache Loésung des Randwertproblems. O

IN

3.5 TUbungen, Beispiele, Ergiinzungen

ﬂbung 3.5.1. Man zeige: Ist G ein Prdhilbertraum, so ist seine Vervollstindi-
gung G ein Hilbertraum.

Ubung 3.5.2. Man zeige: Sind F und G Prihilbertriume, so ist eine lineare
Abbildung T : F — G genau dann isometrisch, wenn sie das Skalarprodukt

erhdlt: (T f1|Tf2) = (f1|f2) fir alle f1, fo € F.

Ubung 3.5.3. Man zeige: Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn seine
Dimension, d.h. die Kardinalzahl einer Orthonormalbasis endlich oder abzdihlbar
unendlich ist.

Ubung 3.5.4. Beim Satz von Hahn-Banach und beim Satz von der Eristenz ei-
ner Orthonormalbasis im Hilbertraum haben wir das Zornsche Lemma, also das
Auswahlaziom, benutzt. Man zeige: Wenn man sich auf separable Rdume be-
schrinkt, lassen sich die eben erwdhnten Sdtze auch ohne das Zornsche Lemma
beweisen.

Ubung 3.5.5. Man zeige: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Korollar 3.5.6. Jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum hat eine schwach
konvergente Teilfolge (siehe Satz 2.8.15).

Ubung 3.5.7. Sei H ein komplexer Hilbertraum. Man zeige, daf es auf H eine
Konjugation gibt, d.h. eine antilineare isometrische Abbildung j von H in sich
mit j2 = idH.
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Ubung 3.5.8. Seien F und G Prihilbertriume und T : F — G antilinear und
isometrisch. Man zeige, daff fir alle u,v € F die Gleichung (Tu|Tv) = (v|u)
gilt.

Ubung 3.5.9. Man zeige durch ein Beispiel, daf ein mazimales Orthonormal-
system in einem Prdihilbertraum nicht notwendig total ist. (Hinweis: Ausgehend
von einem Hilbertraum samt Orthonormalbasis betrachte man den Kern eines
geeigneten unstetigen linearen Funktionals).

Ubung 3.5.10. Sei S ein ONS in einem Hilbertraum H. Fir x € H seien
in der Reihe ) .g(xle)e nur die Terme # 0 notiert (wegen der Besselschen
Ungleichung héchstens abzihlbar viele). Man zeige:

(a) Die Reihe konvergiert unbedingt, d.h. auch jede Umordnung konvergiert,
mit gleichem Grenzwert.

(b) Die Abbildung P : x — ) g(x|e)e ist die orthogonale Projektion auf
LinS.

Ubung 3.5.11. Man zeige: Ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum H ist
genau dann separabel, wenn H = (?(= (*(N)) gilt (isometrische Isomorphie).

Ubung 3.5.12. Man zeige den Satz von Fischer-Riesz: L?(0,1) = (% (isome-
trische Isomorphie).

Ubung 3.5.13. Fiir eine Funktion f € L*([0,1]) und n € Z ist

1
foo = [ s(e>mar
0
ihr n-ter Fourierkoeffizient. Man zeige, dafl die Fouriertransformation

g : f = {f(n)}nEZ
ein isometrischer Isomorphismus von L?([0,1]) auf ¢*(Z) ist.

Ubung 3.5.14. Man zeige: Eine Folge {zn} im Praehilbertraum G konvergiert
genau dann gegen x € G, wenn ||x,| — ||z| und z, = z gilt, wobei z,, = x
schwache Konvergenz, also (x,|y) — (zly) Yy € G bedeutet.

Ubung 3.5.15. Man zeige, dafs fir eine Reihe > &, mit paarweise orthogona-
len x,, in einem Hilbertraum Folgendes gilt:
Mz, konvergiert < 3 ||z, < 0o & Yz, konvergiert schwach.

Ubung 3.5.16. Sei H ein Hilbertraum und T € B(H). Man zeige: |T|| = || T*||
und || TT*[| = |T*T| = || T|]>.

Ubung 3.5.17. T € B(H) heifit normal, wenn T*T = TT* gilt. Man zeige:
T ist normal < ||Tz|| = | T*z|| Vo € H. Insbesondere gilt ker T = ker T™, also
auch ker T = (TH)* .

Ubung 3.5.18. Man zeige: Ist T normal, so gilt |T™|| = |T||™ fiir alle n € N.
(Hinweis: erst fir n = 2 zeigen).
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Ubung 3.5.19. Man gebe ein Beispiel eines T € B(H), fiir welches die Be-
hauptungen von 3.5.17 und 3.5.18 nicht zutreffen.

Ubung 3.5.20. Sei M ein linearer Teilraum des Hilbertraums H. Ist T € B(H)
mit TM C M, so gilt T*M*+ C M~*.

Ubung 3.5.21. (Charakterisierung orthogonaler Projektionen) Sei M ein ab-
geschlossener Teilraum im Hilbertraum H und Py € B(H) die orthogonale
Projektion auf M. Man zeige:

(a) P, = Py = Pyy.

(b) Ist P € B(H) mit P2 = P = P*, so ist P eine orthogonale Projektion,
ndmlich P = Py, wo N = PH.
Wegen 3.5.17 geniigt es bei (b) statt P = P* lediglich P normal anzunehmen.

Satz 3.5.22. Ist P € B(H) eine Projektion (d.h. P2 = P) mit |P|| < 1, so ist
P eine orthogonale Projektion, also P = Ppyy.

Beweis. (a) Wegen © = Px+ (I — P)xVz € H gilt H=M + N, wo M = PH,
N=({I—-P)H,undy := Pxr—x € N Vo € H. Fiir v € N* gilt somit Px = y+z
mit (y|z) = 0. Es folgt ||yl + ||z||* = |[|[Pz|* < ||z||?, also y = 0 und Pz = x
fir x € N*, dh. Nt c M.

(b) Sei nun m € M, also Pm = m wegen P> = P. Da H = N + N+
(denn N ist abgeschlossen in H wegen der Stetigkeit der Projektion I — P) gilt
m=mn+nt mitn € N, nt € N*, alsom = Pm =0+ Pnt =nt € N* (da
nach (a) N+ C M und P|y = idys). Somit gilt M C N1, also M = Nt und
N =N+t =M+ dh P=Py. O

Ubung 3.5.23. Seien U,V abgeschlossene Teilriume eines Hilbertraumes H.
Man zeige: U CV < Py = PyPy = Py Py.

Ubung 3.5.24. Die Adjungierte eines Operators S € B(H) lisst sich allge-
meiner fir Operatoren S € B(H,K) zwischen zwei Hilbertriume H und K,
ebenfalls mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes, definieren.

Man zeige:

(a) Wie im Fall H = K ist die Abbildung S — S* isometrisch und antilinear
(d.h.: (AS + R)* = AS* + R*), nun aber von B(H,K) nach B(K,H), mit
1S]12 = ||S*S|| = [|SS*|| S** =S, und ker S* = (SH)*, ker S = (S*H)*. Fiir
SeB(H,K),Re B(K,L) gilt (RS)* = S*R*.

(b) Sind ji1, jo die kanonischen antilinearen isometrischen Isomorphismen
von H auf H' bzw. von K auf K', so gilt S* = j;*S'ja, wobei S' der im Sinne
von Kapitel 2 adjungierte Operator von S ist.

Ubung 3.5.25. Fiir T € B(H) zeige man:
(a) Im Fall K = C gilt

(Tzlz) eRVz e H & T =T1".

(b) Im Fall K =R gilt das nicht (Gegenbeispiel).
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Ubung 3.5.26. Fir T € B(H) zeige man:
(a) Im Fall K = C gilt

(Tz|lz) =0Yz e H=T=0.

(b) Im Fall K =R gilt das nicht (Gegenbeispiel). Fiigt man aber die Voraus-
setzung T = T* hinzu, so gilt die in (a) genannte Implikation ebenfalls.

Ubung 3.5.27. Man zeige, daf fir T € B(H) Folgendes dquivalent ist:
(a) T ist unitir, d.h. T*T =TT* =1 =1dg.
(b) T ist surjektiv und ||Tz|| = ||z| Vo € H,
(c) T ist surjektiv und (Tx|Ty) = (z|y) Vz,y € H.

Ubung 3.5.28. Sei H ein Hilbertraum, Dim H seine Hilbertdimension, also
die Kardinalitit einer Orthonormalbasis von H, dim H seine Vektorraumdi-
mension, also die Kardinalitit einer Hamel-Basis von H.

Man zeige:

(a) Ist Dim H = Ny, also H separabel, so gilt ¥y < dim H < ¢, also Dim
H < dim H. (Hinweis: Kardinalitat von H abschitzen.)

(b) Ist Dim H = ¢, so gilt auch dim H = c.





