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Kapitel 1

Metrische Riaume

1.1 Grundbegriffe

Definition 1.1.1. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Abbildungd : X x X — R
heifst eine Metrik (oder: Distanz, Abstand) auf X, wenn gilt:

(i) d(z,y) > 0

(i) d(z,y) =0z =y

(iii) d(z, y) = d(y, z)

() d(z,z) < d(z,y) +d(y,z)  (Dreiecksungleichung)
fir alle x,y,z € X.
Verlangt man statt (ii) nur die schwichere Figenschaft

()" d(xz,x) =0,
so heifit d eine Halbmetrik auf X .
Ist d eine Metrik (Halbmetrik) auf X, so heifit (X, d) ein metrischer (halb-
metrischer) Raum. Wenn klar ist, welche Metrik (Halbmetrik) d betrachtet
wird, spricht man auch einfach vom metrischen (halbmetrischen) Raum X.

Bemerkung. (a) Die Bedingung (i) oben ist iiberfliissig, denn sie folgt aus (ii),
(iii), (iv). (Setze z =z in (iv).)

(b) Ist (X, d) ein halbmetrischer Raum und definieren wir eine fquivalenz-
relation ~ auf X durch die Aussage

x~y & dlx,y) =0

so ist der Raum X" der dquivalenzklassen von ~ mit der Metrik d™(z™,y™~) =
d(x,y) ein metrischer Raum. (Zunéchst stellt man fest, da§ d™ (2™, y™~) wohldefi-
niert ist, also nicht von der Auswahl der Reprisentanten von ™ und y™~ abhéngt:
fir a € 2™, b € y™~ gilt d(a,b) < d(a,z) + d(z,y) + d(y,b) = 0+ d(z,y) + 0 und
ebenso d(z,y) < d(a,b), also d(a,b) = d(z,y). Die Halbmetrikeigenschaften von
d~ folgen aus denen von d. Ist d~(z™,y~) = 0, also d(z,y) = 0, so gilt x ~ y,
also ™ = y™. Somit ist d™ eine Metrik auf X~). Wir nennen (X~,d"™) den zu
(X, d) gehorigen metrischen oder separierten Raum.

1



2 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

Beispiele 1.1.2. (a) Die reellen Zahlen R mit der dblichen Metrik
d(z,y) =[x —y|.

(a') Die komplexen Zahlen C mit der Metrik d(z,y) = |z —y|.

(b) R™ mit der Metrik d,(x,y) := (>, |xi—yi|p)%, wobei p eine feste reelle
Zahl > 1 ist. (do heifit Euklidische Metrik).

(') C™ mit der Metrik wie in (b).

(c) tP := Menge der komplezen Folgen {x,} mit der Eigenschaft
S |wnl? < 0o und der Metrik dy({x,}, {yn}) = (307 |20 — yn[P)H/P.

(d) £>° = Menge der beschrinkten komplexen Folgen mit der Metrik
doo({zn}; {yn}) = sup, [2n — ynl.

(e) C[0,1] = Menge der stetigen Funktionen von [0,1] nach C mit der Me-
trik doo(f,9) = SuPyepo.1 |f(x) — g(z)|. Die Teilmenge der reellen Funktionen
bezeichnen wir mit Cr|0, 1].

(f) C[0,1] mit der Metrik d(f,g) fo |f((x (m)|dm 1

(f') C[0,1] mit der Metrik d,(f,g) (fo !f |)E,w01<p<oo.
(g) R[O 1] = Menge der Riemann-integrierbaren Funktwnen auf [0,1] mit

fo ‘f ) |dx
(h) El([O 1]) Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf [0, 1] mit

= Jo 1/(x) = g(a)|da.

Im Fall von (b), (b'), (¢) folgt die Dreiecksungleichung fiir p > 1 aus der in
Abschnitt 2.1 bewiesenen Minkowski-Ungleichung, im Fall (f’) analog dazu mit
Integration statt Summation.

Die Beispiele (a) — (f’) sind metrische Réume, (g) und (h) lediglich halbme-
trische Rdume. Der zu £1([0,1]) gehorige separierte Raum wird mit L'([0, 1])
bezeichnet. Man bildet die Beispiele (¢) — (f’) auch mit den entsprechenden
reellen Folgen bzw. Funktionen.

1.2 Konvergenz in metrischen Riumen

Definition 1.2.1. Eine Folge {x,} in einem halbmetrischen Raum (X, d) kon-
vergiert gegen a € X (kurz: x, — a oder limz, = a), wenn die reelle Zah-
lenfolge {d(xn,a)} gegen Null konvergiert. Man nennt a dann Grenzwert (oder:
Limes) der Folge {x,}. Eine Folge in X heifst konvergent, wenn es einen
Punkt in X gibt, gegen den sie konvergiert.

Bemerkung. (a) Eine Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen
Grenzwert. Denn gilt ; — @ und x,, — b, so folgt 0 < d(a,b) < d(a,x,) +
d(x,,b) = 0, also d(a,b) = 0 und somit a = b.

(b) Fiir halbmetrische Réume ist diese Aussage falsch (siehe Ubung 1.6.3)

Definition 1.2.2. Eine Folge {x,} in (X,d) heifit Cauchy-Folge, wenn fiir
jedes € > 0 ein ng € N existiert mit d(x,,, x,,) < € fir alle n,m > ng.

Bemerkung. (a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
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(b) Die Umkehrung ist falsch: Als Gegenbeispiel betrachte man X = Q
(rationale Zahlen) mit d(z,y) = |z — y|. Die Folge {(1+ %)} ist eine Cauchy-
Folge, konvergiert aber nicht in Q).

Definition 1.2.3. Ein metrischer (oder halbmetrischer) Raum heifit vollstin-
dig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Bemerkung. (a) Von den in 1.1.2 genannten Beispielen, ausgenommen (f),
(f") und (g), sind alle Rdume vollstindig,.

(b) Ein halbmetrischer Raum (X, d) ist genau dann vollstindig, wenn der
zugehorige separierte Raum (X7, d™) vollstindig ist.

Definition 1.2.4. Fine Abbildung [ : (X,d) — (Y,d') heifst Isometrie (oder
isometrische Abbildung), wenn

fir alle z,y € X gilt.

Beispiel 1.2.5. Die kanonische Projektion z — 2z~ eines halbmetrischen Raum-
es (X,d) auf den zugehdrigen separierten Raum (X~ ,d™) ist eine Isometrie.

Bemerkung. Eine Isometrie zwischen metrischen Rdumen ist stets injektiv.
Fiir halbmetrische Ridume ist das falsch. Hinreichend fiir die Injektivitdt einer
Isometrie ist, dafl der Ausgangsraum metrisch ist.

1.3 Einige Sitze und ihre Anwendungen

Satz iiber die Vervollstindigung

Fiir den Beweis des folgenden Satzes wie auch sonst oft ist Folgendes niitzlich.

Bemerkung. (a) Ist (X,d) ein halbmetrischer Raum und sind {a, }, {b,} Folgen
in X mit d(an,b,) — 0, so ist {a,} eine Cauchyfolge (bzw. konvergent) genau
dann, wenn {b,} es ist. Gilt a,, — a, so auch b,, — a.

(b) (i) Sind {a,} und {b,} Cauchy-Folgen, so ist {d(an,b,)} eine (reelle)
Cauchy-Folge und somit in R konvergent.

(ii) Gilt a,, — a und b,, — b so folgt d(ay,b,) — d(a,b).
Beides folgt aus
(c) Fiir a,b,z,y € X gilt |d(a,b) — d(z,y)| < d(a,z) +d(b,y) (Ubung 1.6.2).

Satz 1.3.1 (Satz tiber die Vervollstédndigung). Ist (X d) ein metrischer Raum,
so gibt es einen vollstindigen metrischen Raum (X d) und eine Isometrie i :
X — X, so daff es zu jedem & € X eine Folge {zn} in X mit i(x,) — & gibt
(d.h. daf8 i(X) dicht in X ist). Der Raum (X,d) heifit Vervollstindigung von
X und ist bis auf eine bijektive Isometrie eindeutig bestimmt. Oft fasst man X
vermoge der Isometrie i als Teilmenge von X auf.
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Beweis. (a) Eindeutigkeit: Wenn (X, d) mit der Isometrie i sowie (X, d) mit der
Isometrie j die oben erwiihnte Eigenschaft besitzen, so ist jo(i™!) eine Isometrie
von i(X) auf j(X). Ist & € X und {x,} eine Folge in X mit i(z,) — &, so setzen
wir k(Z) = lim j(x,). Die Abbildung k ist wohldefiniert (d.h. k(&) héngt nicht
von der Wahl von {z,) ab) und wegen 1.3.2 (b) (i) isometrisch von X auf X.
iibrigens setzt k natiirlich die Isometrie j o (i ~1) fort.

(b) Existenz der Vervollstindigung (X, d):

(i) Sei Z die Menge aller Cauchyfolgen in X mit der Halbmetrik
dz({an}, {bn}) = lim,— o0 d(an, b,). (Der Limes existiert nach Bemerkung (b)
oben). Fiir x € X sei j(x) die konstante Folge (z,z,x,...) € Z. Offenbar ist
j eine Isometrie von X nach Z. Zu {a,} € Z und ¢ > 0 gibt es ein z € X
mit dz({an},j(z)) < e. (Ist d(an,am) < € ¥Yn,m > ng, so leistet z = ap,
das Gewiinschte). Somit ist j(X) dicht in Z. Nun zur Vollstdndigkeit von Z: Sei
{A;,} eine Cauchyfolge in Z und seien z,, € X so gewéhlt, dall dz (A, j(zm)) <
L gilt. Nach (a) der Bemerkung oben ist {j(z,)} Cauchy-Folge in Z, al-
so {x;,} Cauchy in X. Sei A diese Cauchyfolge. Es gilt dz({z,},j(zm)) =
lim,, o0 d(zp, ) — 0 fiir m — oo, d.h. j(z,,) = Ain Z. Also dz (A, A) <
dz(Am,j(xm)) +dz(§(zm), A) = 0, d.h. Z ist vollsténdig.

(ii) Sei Z™~,d%) der zu (Z,dz) dazugehorige separierte Raum und p die ka-
nonische Projektion z — 2™~ von Z auf Z~- Dann ist (Z~,d}) ein vollstédndiger
metrischer Raum und ¢ = p o j eine Isometrie von X auf einen dichten Teil von
zZ~.

O

Bemerkung.

Fiir halbmetrische Ridume (X, d) gilt eine schwiichere Fassung des Vervollsténdi-
gungssatzes. Der Beweis (b) oben (ohne (ii)) liefert, daf (Z, dz) ein vollstéindiger
halbmetrischer Raum und j : X — Z eine injektive Isometrie auf einen dichten
Teil von Z ist. Die Eindeutigkeit dieser Vervollstdndigung bis auf eine bijektive
Isometrie geht allerdings verloren. An Beispielen sieht man, dafl Z unnétig grof3
sein kann. Ist z.B. X ein zweipunktiger Raum mit der Nullmetrik, so ist das
oben konstruierte Z {iberabzihlbar, obwohl X selbst schon vollstéindig ist! Der
metrische Raum Z~ besteht in diesem Fall aber nur aus einem Punkt.

Banachscher Fixpunktsatz

Satz 1.3.2 (Banachscher Fixpunktsatz.). Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum und T : X — X eine Kontraktion, d.h. es gebe ein ¢ € R mit
0<gq<1unddTx,Ty) < q-d(z,y). Dann besitzt T genau einen Fizpunkt
a=Ta in X.

Beweis. Sei x € X und x,, = T"x fiir jedes n € N, Man zeigt zunichst, daf3
{z,} eine Cauchy-Folge ist. Hieraus folgt leicht die Behauptung.

(i) Fir alle n > m gilt: d(T"x, T™z) < ¢™ - d(T" "z, )
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(ii) Es gilt:
ach(i

) ) nach(i) . n
d(Tz.x) <30 d(TP2, T e) < Y0 ¢ d(Ta,x) = 11__qq -d(Tx,x)

(iii) Nach (i) und (ii) gilt fiir alle n > m
1— qn—m

ATz, TMzx) < ¢™ - 1
—4q

-d(Tx,x),

also ist {T"z} eine Cauchy-Folge.

(iv) Da X vollstédndig ist, gibt es ein @ € X mit 7"z — a. Da T eine
Kontraktion ist, gilt auch T"*'2 — Ta, und somit ¢ = lim 7"z = limT" 'z =
Ta. Gilt Tb = b fiir ein b € X, so folgt d(a,b) = d(Ta,Th) < q - d(a,b), also
d(a,b) = 0, d.h. a = b. 0

Bemerkung Da wir 7"z — a gezeigt haben, folgt aus (iii) des Beweises fiir
n — oo eine Abschétzung der Konvergenzgeschwindigkeit:
d(a,T™z) < 1q—d(Tw,m).
—q

Eine Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes

Satz 1.3.3 (Satz von Picard-Lindelsf). Ist A C R? das Rechteck {(£,n)|a <
E<bc<n<d}und F:A— R stetig und in der zweiten Variablen Lipschitz-
beschrinkt, d.h. gilt |F(§,m) — F(&§,m2)| < C - |n — n2l, so ist fir jeden Punkt
(z0,y0) € A das Anfangswertproblem y' = F(x,y),y(xo0) = yo lokal eindeutig
losbar, d .h. es gibt ein Intervall I = [xg — &,x0 + €] und eine auf I definierte
differenzierbare Funktion f mit f(x) = yo und f'(z) = F(x, f(x)) fir alle x €
1, und ist g eine Funktion auf I mit denselben Figenschaften, so gilt f(z) = g(x)
fiir alle x € 1.

Beweis. Sei (xzo,y0) € A. Ist y eine Losung des Anfangswertproblemss y(xg) =
Yo, ¥ = F(z,y) auf einem Intervall I mit zo € I, so ist  — F(x,y(x)) als Zu-
sammensetzung stetiger Funktionen stetig auf I, und durch Integration erhalten
wir y(z)—y(zg) = ffo y'(t)dt = f;ﬂ F(t,y(t))dt fiir x € I, d.h. y ist eine (stetige)
Losung der Integralgleichung y(x) = yo + f;; F(t,y(t))dt auf I. Ist umgekehrt y
eine stetige Losung dieser Integralgleichung, so folgt y(xg) = yo und durch Diffe-
rentiation y'(z) = F(x,y(z)) fir z € I, d.h. y ist eine Losung des oben genann-
ten Anfangswertproblems auf I. Es geniigt also, die eindeutige Losbarkeit der
Integralgleichung zu zeigen. Fiir €, h > 0 mit [zg —&, 2o +¢] X [yo—h,yo+h] C A
betrachten wir den Raum X = {f € Crlzo — ¢,20 + 6]’\]” — yo| < h}, der
beziiglich der Metrik do, vollstéindig ist, denn jede Cauchyfolge {f,} in X kon-
vergiert in Crlrg — €,29 + €], und die Ungleichung |f, — yo| < h bleibt im
Limes erhalten, der Grenzwert von {f,} liegt also in X. Fir f € X sei T'f
definiert durch T'f(z) = yo + ffﬂ F(t, f(t))dt fur z € [xo — €, 20 + €. Ist M das
Maximum von |F| auf [xg — €,20 + €] X [yo — h,yo + h] und eM < h, so gilt
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|Tf—yol <eM < h,d.h. T bildet X in sich ab. Fiir f,g € X gilt doo(T'f,Tg) =
SUD|g o< | [y (F(t f (1) = F(t, g(1)))dt] < supj,_u<c [, ClF(8) — g(t)ldt <
eCdw(f, g). Wenn wir e < min(Z, 4%) wiéhlen, so ist T also eine Kontraktion,
die X in sich abbildet, und nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau
ein ¢ € X mit Tg = g. Die oben genannte Integralgleichung (und damit auch
das urspriingliche Anfangswertproblem) hat also auf [xg—e&, zg +¢] die eindeutig
bestimmte Losung g. O

Bemerkung. Der soeben bewiesene Satz handelt von reellen Funktionen, gilt
aber entsprechend auch fiir komplexwertige oder allgemeine R"™-wertige Funk-
tionen. Fiir A nimmt man dann z.B. ein n + 1-dimensionales Intervall (a,b) x
(a1,b1) X ... X (an, by), fiir F eine stetige Abbildung von A nach R™. Damit wird
y eine R™-wertige Funktion. Statt des Betrags auf R nimmt man auf R” eine
Norm (siehe Kapitel 2). Der Beweis des Satzes bleibt dann fast unveréndert
giiltig.

Durch eine Metrik induzierte Topologie

Definition 1.3.4.

(a) Ist (X, d) ein halbmetrischer Raum, x € X unde > 0, so heifit die Menge
K. (z) = {y € X| d(z,y) < ¢} die (offene) Kugel um = mit Radius €, oder
einfach die e-Kugel um x.

(b) Eine Teilmenge O von (X,d), heifit offen, wenn es zu jedem x € O ein
e >0 mit K.(z) C O gibt.

Ubung. Die Mengen K. (z) sind offen (was die Bezeichnung ”offene Kugel”
rechtfertigt).

Bemerkung.
(a) (i) © und X sind offen.
(ii) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen.
(iii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.
Die offenen Mengen bilden also eine Topologie, die Bezeichnung ,,offen ist
somit gerechtfertigt.
(b) Komplemente offener Mengen heifilen abgeschlossen. Aus (a) (i) - (iii)
ergibt sich durch Komplementbildung:
(i) © und X sind abgeschlossen
(ii) Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
(iii) Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Ubung. Die (abgeschlossene) Kugel K/(z) := {y € Xl|d(x,y) < ¢} ist
abgeschlossen.

Proposition 1.3.5. (Charakterisierung abgeschlossener Mengen durch Folgen).
Sei (X,d) ein halbmetrischer Raum. Eine Teilmenge M von X ist genau dann
abgeschlossen, wenn jeder Grenzwert einer Folge in M ebenfalls in M liegt.
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Beweis. Um einen Widerspruchsbeweis zu vermeiden, zeigen wir die dquivalenz
der Negationen der beiden betrachteten Aussagen.

(i) Sei M nicht abgeschlossen, also X \ M nicht offen. Dann gibt es ein z €
X\M mit K.(z)NM # @ Ve > 0. Fiirn = 1,2, ... wihle man x,, € K, (z)NM.
Es gilt ©,, — x, also ist wegen € X \ M die Folgenbedingung fiir M nicht
erfiillt.

(ii) Sei die Folgenbedingung fiir M nicht erfiillt, gebe es also z,, € M mit
Ty — ¢ € X\ M. Wegen d(xy,,z) — 0 gilt K.NM # & Ve > 0. Somit ist X \ M
nicht offen, also M nicht abgeschlossen. O

Proposition 1.3.6. (Zusammenhang zwischen Vollstindigkeit und Abgeschlos-
senheit von Teilmengen) (i) Ist (X,d) ein metrischer Raum und A C X als
Unterraum (A, d|ax ) vollstindig, so ist A abgeschlossen in X .

(i) Ist (X, d) ein vollstindiger halbmetrischer Raum und A C X abgeschlos-
sen, so ist (A,d|axa) vollstindig.

Beweis. (i) Sei unter den gegebenen Voraussetzungen {z,} eine Folge in A mit
x, — x € X. Dann ist {z,} eine Cauchyfolge und wegen der Vollstindigkeit
von A, gibt es ein y € A mit x,, — y. Da d eine Metrik ist, folgt © =y € A, also
ist A nach 1.3.5 abgeschlossen.

(ii) Unter den gegebenen Voraussetzungen sei {z,} eine Cauchyfolge in A.
Da X vollstindig ist, gibt es x € X mit x,, — x. Da A abgeschlossen ist, folgt
aus 1.3.5 z € A. Somit ist (A4, d|axa) vollsténdig. O

Folgerung. Ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist eine Teilmenge
von X genau dann abgeschlossen, wenn sie als Unterraum vollsténdig ist.

Satz von Baire
Es sei zunéchst an einige Definitionen der Topologie erinnert:

Definition 1.3.7. Sei X ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von
X. Der Abschluss von M ist die kleinste abeschlossene Menge, die M enthdlt,
und wird mit M bezeichnet. Das Innere (oder der offene Kern) von M ist
die grifite offene Menge, die in M enthalten ist, und wird mit M bezeichnet. M

heifst nirgends dicht, wenn der Abschluf von M leeres Inneres hat, also M = @
gilt. Eine Teilmenge A C X heifit von 1. Kategorie, wenn sie eine abzihlbare
Vereinigung nirgends dichter Teilmengen von X ist. Im anderen Fall heifit A
von 2. Kategorie.

Satz 1.3.8 (Kategoriensatz von Baire). Jede nichtleere offene Teilmenge eines
vollstindigen halbmetrischen Raumes (X, d) ist von 2. Kategorie.

Beweis. Sei O eine nichtleere offene Teilmenge von X, und {N,} eine Folge
nirgends dichter abgeschlossener Teilmengen von X. Es gilt O ¢ N; (da N
nirgends dicht ist). Also gibt es x; € O\ N; und (da N; abgeschlossen ist)
€1 < 1 mit K. (z1) € O\ Ny1. Da K., (21) ¢ Na, gibt es 23 € K, (21) \ N2
und 3 < 3 mit K. (22) C K, (1) \ No. Wir fahren per Induktion fort. Sind
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X1y .oy T und €1, ...,&, schon gewihlt, so gilt K. (x,) ¢ Npy1, es gibt also
Tnt1 € Ko () \ Npg1 und €41 < n%_l mit K7 (2n41) C K, (zn) \ Npy1-
Wir erhalten so eine Folge {2} mit d(2y,, zx) < f fiir m > k, also eine Cauchy-
Folge. Da X vollsténdig ist, gibt es ein z € X mit z, — z. Da x, € K. (z,)
fiir alle £ > n und da K. (z,) abgeschlossen ist, gilt z € K (x,) fiir jedes n,
also x € N, K. C O\ (U,Ny). Das zeigt, daf8 O nicht von 1. Kategorie ist. []

Bemerkung. Insbesondere ist jeder nichtleere vollstandige halbmetrische Raum
von 2. Kategorie.

Eine Anwendung des Satzes von Baire

Satz 1.3.9. Die Menge M der Funktionen f € C(|0,1]), die in irgendeinem
Punkt eine rechtsseitige Ableitung haben, ist von 1. Kategorie in C([0,1]), also
eine echte Teilmenge von C([0,1]). Folglich gibt es stetige Funktionen auf [0, 1],
die nirgends differenzierbar sind.

Dieser Satz ist eine direkte Konsequenz des folgenden stdrkeren Resultats:

Satz 1.3.10. Die Menge M der [ € C[0,1], die in irgendeinem Punktt € [0, 1)
eine rechtsseitige Lipschitz-Bedingung erfillen (d.h. zu f gibt es L und d > 0
mit |f(t+h) — f(t)] < L-h Yh €[0,d]), ist von 1. Kategorie, also eine echte
Teilmenge von C[0,1]. Es gibt also ein (tatsichlich sogar unendlich viele) f €
C[0,1], das in keinem t € [0,1) eine rechtsseitige Lipschitz Bedingung erfiillt,
insbesondere also in keinem Punkt rechtsseitig differenzierbar ist.

Beweis. Fir n =1,2,... sei N, = {f € C[0,1]] 3t € [0,1 — ] mit |f(t + h) —
f(t)] < nhVh € [0, 1]} Exfiillt f € C[0, 1] eine rechtsseitige Lipschitz-Bedingung
wie oben, so gilt f € N, fiir geniigend groes n, also M C (J,,cy Nn-

(a) N, ist abgeschlossen: Seien f € N, mit f — f € Cla,b]. Es gibt
te € [0,1 — L) mit |fu(ty + k) — fu(ts| < nh fir h € [0,2]. Sei () eine
konvergente Teilfolge und ¢ = limy . Es gilt t € [0, 1— 1] und | fr (tp)— f ()] <
o (t) = Fb)] + 1F(w) — £ < doe (s F) 4 1f () — F(B] = 0 sowie
fiir h € [0,1] analog |fx (ter + h) — f(t + h)| — 0, also [f(t + h) — f(t)| =
limg: | frr (bt + h) — frr (tr)] < mh fiir 0 < h < 2. Somit ist f € N, und damit
N,, abgeschlossen.

(b) Sei f € N, und £ > 0. Wir zeigen K.(f) ¢ Ny, also N,, = @ d.h. N,
hat keine inneren Punkte. Es gilt f = fi + ifo mit reellwertigen f; € Cla, b].
Wir betrachten f;. Da f; auf [0,1] gleichméfBig stetig ist , gibt es ein § > 0
mit |fi(r) — fi(s)| < § fiir alle 7,5 € [0,1] mit |r — s| < 6. Indem wir ¢ (falls

notig) verkleinern, kénnen wir annehmen, daf % € N gilt. Dann ist [0,1] =

U0 k6, (k + 1)0] und auf [k8, (k + 1)0] gilt fi(kd) — /2 < f1 < f1(kd) + /2.
Man konstruiert nun (dies sei dem Leser iiberlassen) eine ,, Zackenfunktion®z auf
[0,1], eine stiickweise lineare (stetige) Funktion, die wie f; auf jedem Intervall
[kd, (k+41)6] ebenfalls f1(kd) — 5 < z < f1(kd) + 5 erfiillt und deren geradlinige
Segmente einen Anstieg > n oder < —n haben. Nun gilt doo(f,z + ifs) =
doo(f1 + ifo,2 + if2) = doo(f1,2) < €, also z +ify € K.(f). Fiir beliebiges

1
n
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t € [0,1) und geniigend kleines h > 0 ergibt sich |(z+if2)(t+h) — (z+if2)(t)] >
|z(t + h) — z(t)| > nh. Also gilt z +ifs € N, und somit K.(f) ¢ N,,. Somit ist

Ny, nirgends dicht und M C (J,,c N von 1. Kategorie. O

1.4 Kompaktheit

Da (halb-)metrische Réume insbesondere topologische Rdume sind, hat man
den Begriff der Kompaktheit. Eine Teilmenge K von X heifit kompakt, wenn
jede Uberdeckung von K durch offene Teilmengen von X eine endliche Teiliiber-
deckung von K besitzt. Es gilt folgendes Kriterium:

Satz 1.4.1. Fine Teilmenge K eines halbmetrischen Raumes (X, d) ist genau
dann kompakt, wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge enthdlt.
(Fiir letztere Figenschaft sagt man: K ist "folgenkompakt”.)

Beweis. =" Sei K kompakt und {z,,} eine Folge in K. Es gibt einen Hiufungs-
wert x € K (d.h. fiir jedes ¢ > 0 gilt x,, € K (x) fiir unendlich viele Indizes
n), denn sonst gébe es zu jedem y € K ein ¢, > 0 mit x,, € K. (y) fiir hochs-
tens endlich viele n, und die offene Uberdeckung {K., (y)} von K kénnte keine
endliche Teiliiberdeckung haben, da N unendlich ist. Per Induktion wéahlt man
nun eine Teilfolge {x;, } mit d(z,,,z) < ¢ aus. Offensichtlich gilt x,,, — = fiir
k — oo

7" Sei {O}oeq eine offene Uberdeckung von K. Sei z; € K und r(x;) =
sup{e > 0|30 € Qmit K.(x;) C O} Es gibt ein O; € Q mit K, (,,)/2(z1) C O1.
Ist x5 € K\ O1, so gibt es ein Oy € Q mit K, (z,)/2(x2) C Oz, und wenn
Q keine endliche Teiliiberdeckung zuléfit, erhalten wir so per Induktion zwei
Folgen {z,} und {O,} mit z, ¢ (.., Or und K,(5 )/2(7n) C Op. Es gilt
A(Tpy Ty) > %r(x”) fiir m > n. Gibt es nun eine etwa gegen x € K konvergente
Teilfolge {z,}, so folgt r(z,/) — 0. Das kann aber nicht sein, denn fir z €
K (2)2(x) gilt 7(2) > r(x)/2. Also ldsst 2 eine endliche Teiliiberdeckung zu,
was die Kompaktheit von K zeigt. O

Bemerkung In allgemeinen topologischen Rdumen gilt weder die Implikation
"kompakt = folgenkompakt’noch ”folgenkompakt = kompakt”.

Definition 1.4.2. FEine Teilmenge M eines halbmetrischen Raums X heifst
beschrinkt, wenn es eine Kugel K,.(a) in X gibt, die M enthilt.

Proposition 1.4.3. (a) Jede kompakte Menge eines halbmetrischen Raums ist
beschrdinkt.
(b) Jede kompakte Menge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.

Beweis. (a) Ist K kompakt und iiberdeckt man K mit den offenen Kugeln
Ki(z), r € X, so geniigen schon endlich viele davon zur Uberdeckung, d.h. es gilt
K c U, Ki(z;) Ist p € X ein beliebiger Punkt und r = maxi<;<, d(p, z;) +1,
so gilt Ky (z;) C K,(p) fiir jedes 4, also K C K, (p), d.h. K ist beschrénkt.
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(b) Sei K C X kompakt und y € X \ K. Fiir z € K gilt Kgy)/2(2) N
Kz 2(y) = @. Die Ky, 2(x), € K, bilden eine offene Uberdeckung
von K, also geniigen schon endlich viele Ky, )/2(21), s Kz, y)/2(Tn) zur
Uberdeckung. Ist 7, = min; <;<,, d(z;,y)/2, so trifft K, (y) kein Ky, 4)/2(2i),
also auch K nicht, d.h. K, (y) C X \ K. Da dies fiir jedes y € X \ K gilt, ist
X \ K offen, also K abgeschlossen. 0

Wie aus dem Beweis ersichtlich, gilt (b) allgemeiner fiir alle Hausdorffschen
(oder: separierten) Rdume, d.h. topologische Ridume, die das Hausdorffsche
Trennungsaxiom 75 erfiillen: zu Punkten z # y gibt es Umgebungen U, U,
von x bzw. y mit U, N U, = @. (Es sei an den Umgebungsbegriff erinnert. U
heifit Umgebung von z, wenn es eine offene Menge O mit z € O C U gibt.)

Bemerkung. Im (R",d,) sind die kompakten Mengen genau die beschrankten
und abgeschlossenen Mengen (Heine - Borel). Fiir beliebige metrische Rdume ist
das nicht mehr richtig. Um die Sache zu retten, ben6tigt man einen verscharften
Beschranktheitsbegriff:

Definition 1.4.4. Eine Teilmenge M von (X, d) heifit total beschrinkt (oder
prikompakt), wenn es zu jedem € > 0 endlich viele Punkte x1,...,x, € X
mit M C U} Ke(;) gibt. (Man kann die x; in M wdéhlen, denn ausgehend von
einer Uberdeckung mit e/2-Kugeln kann man eine Uberdeckung mit e-Kugeln
gewinnen, deren Mittelpunkte in M liegen.)

Bemerkung. Ist M C X total beschriinkt, so auch M. Wird némlich M von
den Kugeln K.(z1),..., K.(x,) iiberdeckt, so gilt auch M C U K.!(z;) C
U, Ka.(z;). Die mittlere Menge ist abgeschlossen, enthilt also auch M. So-
mit gllt M C U;L:lKQE (.Z‘l)

Definition 1.4.5. FEine Teilmenge eines halbmetrischen Raumes heifst relativ
kompakt, wenn ihr Abschluss kompakt ist.

Proposition 1.4.6. (a) Jede relativ kompakte Teilmenge eines halbmetrischen
Raumes ist total beschrinkt

(b) Ist (X, d) vollstindig, so gilt die Umkehrung von (a): jede total beschrink-
te Teilmenge ist relativ kompakt.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Sei A (und somit auch A) total beschrinkt und sei {x,} eine Folge in A.
Da A von endlich vielen Kugeln mit Radius 1 iiberdeckt wird, muss eine davon,
wir nennen sie Kj, unendlich viele Folgenglieder x, enthalten. Da AN K; C
A sich mit endlich vielen Kugeln mit Radius % iiberdecken ldsst, gibt es eine
solche Kugel, wir nennen sie K», so dal (A N K;) N Ky unendlich viele z,,
enthélt. Per Induktion erhalten wir Kugeln K;, ¢ € N, mit Radien %, so dafl
ANK;N..NK; = A, unendlich viele z,, enthélt. Wihlt man nun Tn, € A;
fiir i € N mit n; > n;_1, so gilt fir ¢ > k d(zp,, Tn,) < %, d.h. {x,,} ist eine
Cauchyfolge. Sie konvergiert, da X vollstéindig ist, der Grenzwert liegt in A.
Somit ist A nach Satz 1.4.1 kompakt, also A relativ kompakt. O
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Folgerung 1.4.7. FEine Teilmenge eines vollstindigen halbmetrischen Raumes
ist genau dann relativ kompakt, wenn sie total beschrinkt ist.

Satz 1.4.8. (Charakterisierung der Kompaktheit ¢ la Heine-Borel). In einem
vollstindigen metrischen Raum ist eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn
sie total beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Man fiige auf beiden Seiten der dquivalenz der Folgerung die Aussage
“und abgeschlossen “ hinzu und benutze, dal “kompakt und abgeschlossen“ im
metrischen Raum dasselbe ist wie “kompakt “. O

1.5 Stetigkeit

Definition 1.5.1. Fine Abbildung f : X — Y zwischen halbmetrischen Réiumen
X und Y heifit stetig in xg € X, wenn fir jede Folge {x,} in X mit x,, — g
gilt: f(x,) = f(xo). Man nennt f stetig, wenn es in jedem Punkt von X stetig
15t.

Bemerkung 1.5.2. (a) Fine Abbildung) f: X — Y ist genau dann in zg € X
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt mit dy (f(x), f(xo)) < € fiir alle
x € X mit dx(x,x9) < 9.

(b) f ist stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind, d.h.
wenn f im Sinne der Topologie stetig ist. (Ubung 1.6.29) [iquivalent: wenn
Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.]

In diesem Zusammenhang sei an drei rein topologische Tatsachen erinnert:

(¢) Das stetige Bild einer kompakten Menge K ist kompakt. (Denn ist [ stetig
und ist f(K) C UpeqO eine offene Uberdeckung von f(K), so ist Upeaf(0) D
K eine offene Uberdeckung von K, also gibt es (da K kompakt) endlich viele
O1,...,0, € Q mit K C U, f10;). Es folgt f(K) C UL ff 1(0;) C
U, 0;. Also ist f(K) kompakt.)

(d) Ist K # @ kompakt so nimmt jede stetige reellwertige Funktion f auf
K ihr Mazimum und Minimum an. (Denn f(K) hat als nichtleere kompakt
Teilmenge von R ein grifites und ein kleinstes Element).

(e) Seien XY topologische Riume, X kompakt, Y Hausdorffsch, und f :
X — Y bijektiv und stetig. Dann ist auch f~1 stetig, also f ein Homdéomor-
phismus. (Denn das Urbild (f~1)"*A = f(A) einer abgeschlossenen Menge A
ist nach 1.6.26, (c) oben, und der Nachbemerkung zu Proposition 1.4.3 (b) ab-
geschlossen, also ist f~1 stetig).

Definition 1.5.3. f : X — Y heifit gleichméBig stetig, wenn es zu jedem
e >0 eind >0 gibt, so daf§ aus dx(x,y) < & stets dy (f(z), f(y)) < € folgt.

Beispiele 1.5.4. (a) Jede Isometrie und jede Kontraktion ist gleichmdfig stetig.
(b) Seien (X,d),(Y,d") halbmetrische Riume und f : X — Y stetig. Ist X
kompakt, so ist f gleichmdifig stetig.
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Beweis. von (b). Seien (X,d), (Y,d'), f wie vorausgesetzt und sei ¢ > 0. Fiir
x € X gibt es ein 0, > 0 mit d'(f(z), f(y)) < § fiir alle y € K5, (x). Die Kugeln
K5, /2(x), x € X, bilden eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt
es endlich viele 1, ..., 2, € X mit K C J_, Ks, jo(x;). Sei § = miny<i<p 0z, /2.
Sind z,y € X mit d(x,y) < § so gibt es ein i € {1,...,n} mit z € Ks, sa(xi). Es
folgt d(y, z;) < d(y,x)+0z,/2 < 0z, Somit gilt d'(f(y), f(z)) < d'(f(y), f(z:))+
d'(f(z;), f(x)) < §+ § = e. Die Abbildung f ist also gleichméfig stetig. O

1.6 Ubungen, Beispiele, Ergiinzungen

Ubung 1.6.1. Sei (X,d) ein halbmetrischer Raum und x1,...,x, € X. Man
zeige

n—1
d(.’El, .’En) S Z d((El, (Ei+1).
i=1

Ubung 1.6.2. Man zeige: Ist (X, d) ein halbmetrischer Raum so gilt fir alle
a,b,p,q € X

Ubung 1.6.3. Man zeige, daf eine Halbmetrik auf X genau dann eine Metrik
ist, wenn jede Folge in X hochstens einen Grenzwert hat.

Ubung 1.6.4. (a) Man zeige: Der Raum C([0,1]) der stetigen komplexen Funk-
tionen auf dem Intervall [0,1] wird mit d(f,g) = fol |f(z) — g(x)|dx zu einem
metrischen Raum.

(b) Ist dieser metrische Raum vollstindig?

Ubung 1.6.5. Sei 1 < p < co. Man zeige, dafder Raum (P mit der Metrik
1
dp({xn}, {yn}) = Oty |2 — ynlP)? wvollstindig ist.

Ubung 1.6.6. Sei P[0,1] der Raum der reellen Polynome auf [0,1] mit der
Supremumsmetrik doo(f,g) = supseoqy|f(t) — g(t)]. Man zeige, daf die Ver-
vollstindigung von P[0,1] der Raum der stetigen reellen Funktionen auf [0,1]
15t.

Ubung 1.6.7. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, T eine Abbildung
von X in sich. Man zeige: Ist T* fiir ein k € N eine Kontraktion, so hat T genau
einen Fizpunkt in X. Man zeige anhand eines Beispiels, daf$ der Banachsche
Fizpunktsatz nicht fiir vollstindige halbmetrische Rdume gilt.

Ubung 1.6.8. Leitet man den Satz von Picard-Lindeldf aus dem Banachschen
Fizpunktsatz ab, so hingt das Definitionsintervall fiir die Lisung auch von der
Lipschitzkonstante ab. Man kann das vermeiden, indem man eine andere (dqui-
valente) Metrik benutzt: d(f,g) = supe; |f(t) — g(t)|e Mt=tl wobei man A
geeignet zu wihlen hat. Man zeige dies. Der Finfachheit halber sei F' stetig und
beschrinkt auf dem Definitionsbereich (—1,1) X R und es werde das Anfangs-
wertproblem y' = F(z,y),y(0) = 0 betrachtet.
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Ubung 1.6.9. Sei k cine stetige reelle Funktion auf dem Dreieck {(s,t) €
R20<t<s<1} und sei K : C[0,1] — C[0, 1] definiert durch

(Kz)(s) = /08 k(s,t)z(t)dt

fiir x € C[0,1], s € [0,1]. Man zeige: fir n € N gilt |[(K™z)(s)| < c,s" mit
gewissen Konstanten c,,.

Ubung 1.6.10. Sei K wie in 1.6.9 und g € C[0,1]. Hat die Volterrasche In-
tegralgleichung * = Kx + g eine Lisung x € C[0,1] und, falls ja, ist diese
eindeutig?

Ubung 1.6.11. Sei (X,d) ein halbmetrischer Raum, p € X und r > 0. Man
zeige, daf3 die abgeschlossene Kugel K| (p) = {x € X| d(p, ) < r} nicht notwen-
dig mit dem Abschluss K.(p) der offenen Kugel K,.(p) ibereinstimmt. Welche
Inklusion ist stets richtig?

Ubung 1.6.12. Ist A eine Teilmenge des halbmetrischen Raumes (X,d), so
nennt man (A,d|axa) einen Unterraum von (X,d). Wenn man vom Unterraum
A redet, meint man (A,d|axa). Es soll gezeigt werden:

Eine Menge O C A ist offen in A genau dann, wenn es eine offene Menge
O'cX mitO=0"NA gibt.

Ubung 1.6.13. Man zeige: Ist X = R?, d((x1,22), (y1,42)) = |21 —v1|+|z2—12]
und A = {(z,0)| x € R}, so ist die Menge {(y,0)| 0 <y < 1} offen in A, nicht
aber offen in X.

Ubung 1.6.14. (Charakterisierung des Abschlusses einer Menge) Sei (X, d)
ein halbmetrischer Raum und M eine Teilmenge von X. Man zeige, daf$ der
Abschluss M gleich der Menge aller Grenzwerte von Folgen in M ist.

Bemerkung Insbesondere liefert 1.6.14 eine Charakterisierung dichter Teil-
mengen eines halbmetrischen Raumes X durch Folgen: M ist dicht in X (d.h.
M = X) genau dann, wenn jedes x € X Limes einer Folge in M ist.

I"Jbung 1.6.15. Sei X = R2 mit der Euklidischen Metrik dy. Man bestimme A
fiir die Menge A = {(z, Lsin 1)z € R,z > 0}

Ubung 1.6.16. Zwei Halbmetriken d und d' auf dem Rawm X heifen dquiva-
lent, wenn es positive Konstanten o und B gibt, so dass

ad(z,y) < d'(z,y) < Bd(z,y) fiir alle x,y € X.

Man zeige: (a) Die soeben definierte Relation ist tatsichlich eine dquivalenzre-
lation.
(b) Folgende Metriken im R" sind dquivalent: dy(x,y) = > oy |2i — yil,

1/2
d2(x7y) = (Z?:l |~”Cz' - yi|2) , doo(xvy) = MaXi<i<n |33i - yil'
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Ubung 1.6.17. (a) Man zeige: Sind d und d' dquivalente Halbmetriken auf X,
so sind sie auch ’topologisch dquivalent’, d.h. sie erzeugen dieselbe Topologie,
also dieselben offenen Mengen.

(b) Man gebe ein Beispiel, daf zwei Metriken, welche dieselbe Topologie er-
zeugen, nicht dquivalent zu sein brauchen.

Ubung 1.6.18. Ist die Menge der irrationalen Zahlen in R von 1. oder 2.
Kategorie?

Ubung 1.6.19. Sei X ein vollstindiger halbmetrischer Raum und M C X von
1. Kategorie.

(a) Man gebe ein Beispiel dafiir, dafy X \ M eine Menge sein kann, die nur
ein einziges Element enthdlt.

(b) Man zeige: Sind I1-punktige Teilmengen von X mnirgends dicht, so ist
X \ M dberabzihlbar.

Ubung 1.6.20. Die Menge M der in irgendeinem Punkt differenzierbaren ste-
tigen Funktionen auf [0, 1] ist gemdf$ Satz 1.3.9 von 1. Kategorie in (C[0, 1], dwo).
Man zeige, daff die Einheitssphire S = {f € C[0,1]| do(f,0) = 1} dberabzihi-
bar viele Elemente enthdlt, die nirgends differenzierbar sind. Man beachte, dafl
die blofie Aussage "C[0,1] \ M ist iiberabzihlbar’” sehr viel schwicher ist, denn
hierfir geniigt es, z.B. die skalaren Vielfachen einer einzigen nirgends differen-
zierbaren Funktion vorzuweisen.

Ubung 1.6.21. Man zeige, dafi in (R™,dy) jede beschrinkte Menge total be-
schrinkt ist, die beiden Beschrinktheitsbegriffe im R™ also tbereinstimmen.
(Zwei Beweismdglichkeiten bieten sich an).

Ubung 1.6.22. Man zeige: Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes X ist
genau dann total beschrinkt, wenn M als Teilmenge der Vervollstindigung X
relativ kompakt ist. (Letzteres erklirt die Bezeichnung "prikompakt”).

Ubung 1.6.23. Man zeige, daf eine Teilmenge M eines halbmetrischen Raum-
es X genau dann relativ kompakt ist, wenn jede Folge in M eine konvergente
Teilfolge besitzt. (Die Implikation = folgt schon aus Satz 1.4.1.

Ubung 1.6.24. Man gebe ein Beispiel einer nicht abgeschlossenen kompakten
Menge in einen halbmetrischen Raum.

Ubung 1.6.25. Man zeige: Ist K eine kompakte Menge in einem halbmetri-
schen Raum, so ist auch K kompakt.

Ubung 1.6.26. Man zeige, dafi eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge kompakt ist.

Ubung 1.6.27. (a) Man zeige, dafi in metrischen Rdumen Vereinigung und
Durchschnitt zweier kompakter Mengen wieder kompakt ist. Fiir halbmetrische
Réume ist die den Durchschnitt betreffende Aussage falsch:

(b) Man gebe ein Beispiel zweier kompakten Teilmengen eines halbmetri-
schen Raumes, deren Durchschnitt nicht kompakt ist.
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Das folgende Resultat ist fiir sich interessant und hat Anwendungen in der
algebraischen Topologie.

Satz 1.6.28 (Lemma von Lebesque oder Miinzwurf-Satz). Sei K eine kompakte
Menge im halbmetrischen Raum (X,d). Ist Q eine Menge offener Mengen, die
K diberdeckt, so gibt es ein & > 0 mit der Figenschaft, daf$ jede Kugel K () mit
K. (z) N K # O ganz in einem O € ) enthalten ist.

Beweis. Gilt K C (Jpen O, so bestimme man fiir jedes + € K ein 6, > 0
mit Kj,(z) C O fiir ein O € Q. Die Uberdeckung von K durch K;, 3(z),
z € K, hat eine endliche Teiliiberdeckung K, /3 (1), 0y K, 3(w0). Sei e =
ming<;<n 0z, /3. Ist nun = € X mit K.(z) N K # O, so trifft K.(z) auch ein
Ks, s3(xi), 1 <i < n.Ist y € K(z) N Ks, s3(xi), so gilt fiir beliebiges 2 €
K (z):d(z,2;) <d(z,z)+d(z,y) +d(y,z;) <e+e+06g,/3 <y, also K. (x) C
Ks, (i) C O fiir ein O € Q. O

Ubung 1.6.29. Man zeige, daf$ fiir Abbildungen zwischen halbmetrischen Ru-
men die Definition der Stetigkeit durch Folgen (”Folgenstetigkeit”) mit der to-
pologischen Definition der Stetigkeit (Urbilder offener Mengen sind offen) iber-
einstimmt.

Ubung 1.6.30. Sei 1 < p < oco. Auf C([0,1]) betrachten wir die Metriken
4,(1.9) = 1/ @) — g(@)Pde) und dc(f,9) = masepon |f(2) — glo)]. Sei
T : C(]0,1]) — C die Punktauswertung im Punkte 1, d.h. die Abbildung f —
Tf = f(1). Man zeige:

(a) T : (C([0,1]),dss) — C ist stetig.

(b) T : (C([0,1]),d,) = C ist unstetig.
Hierbei sei C wie iblich mit der Metrik d(\, p) = |\ — p| versehen.

Ubung 1.6.31. Sei (X,d) ein halbmetrischer Raum und X x X mit der Me-
trik d'((z,y), («',y")) = d(z,2") + d(y,y') versehen. Man zeige, daff d eine
gleichmapig stetige Abbildung von X x X nach R ist,

Ubung 1.6.32. Man zeige: Sind X und Y metrische Riume und f : X =Y
eine_gleichmdfiig stetige Abbildung , so besilzt f genau eine stetige Fortsetzung
f: X =Y. Die Abbildung f ist wieder gleichmdfig stetig.

Proposition 1.6.33. Sei X ein kompakter topologischer Raum. Gibt es eine
Folge {fn} stetiger Funktionen auf X, die Punkte von X trennt (d.h. zu x #y
in X gibt es ein fr, mit f,(x) # fu(y)), so ist X metrisierbar, d.h. es gibt eine
Metrik d auf X, deren zugehorige Topologie gleich der urspriinglichen Topologie
von X ist.

Beweis. Sei{f,} eine Folge mit den genannten Eigenschaften. Ohne Einschrénk-
ung konnen wir |f,| < 1Vn € N annehmen. Durch d(z,y) := > 0" | 5= |fn(z) —
fn(y)| wird eine Metrik auf X definiert (da {f,} Punkte von X trennt), die
als gleichméflig konvergente Summe auf X x X stetiger Funktionen stetig auf

X x X ist. Insbesondere ist d, : y — d(z,y) bei festem x stetig auf X, jede
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Kugel K, (x) als Urbild von (—o0,r) unter d,, also offen in X. Es folgt, daf jede
in (X, d) offene Menge offen in X ist, die Abbildung id : X — (X, d) also stetig
ist. Nach 1.5.2 (e) ist auch deren Umkehrung stetig, und somit eine Menge genau
dann in X offen, wenn sie in (X, d) offen ist. Die beiden Topologien stimmen
also iiberein. O



Kapitel 2

Normierte Riume

2.1 Grundbegriffe

Sei K = R oder sei C und E ein K-Vektorraum.

Definition 2.1.1. Fine Norm auf E ist eine Abbildung || || : E — R, z — ||z]|
von E nach R mit den Figenschaften:

(i) =] =0,

(i) ||| = 0 = = =0,

(iii) | Az = A - ||

(w) ||l +y|| < |lz|| + llyl|  (Dreiecksungleichung)
fir alle x,y € E, )\ € K.
Ist die Implikation = der Bedingung (ii) nicht notwendig erfillt, so heifit die
Abbildung © — ||z|| eine Halbnorm auf E. Ein Vektorraum mit einer Norm
(Halbnorm) heifst normierter (halbnormierter) Raum.

Bemerkung. (a) Bedingung (i) oben ist iiberfliissig, da sie schon aus (iii) und
(iv) folgt. Dasselbe gilt fiir die Implikation < von (ii), sie folgt aus (iii).

(b) Ist (E,|| ||) ein halbnormierter Raum und N = {z € E| ||z|| = 0}, so ist
(E/N,|| |I) mit ||z + NJ||" := ||z|| ein normierter Raum.

(¢) Jeder normierte (halbnormierte) Raum ist in natiirlicher Weise ein me-
trischer (halbmetrischer) Raum. Man setze d(z,y) := ||z — y/|.

Definition 2.1.2. Ein normierter Raum, der als metrischer Raum vollstindig
ist, heifft Banach-Raum.

Beispiele 2.1.3. (a) K mit ||z|| = |z| als Norm.

(b) K" mit der Norm |||, := (3.7 |zk|P)}/P, wobei 1 < p < oo eine feste
Zahl ist.

(c) ¢ = {{x,} € CN | Y{%|znlP < oo} mit der Norm |[{zn}], =
> |azn|p)% Hier ist, wie in (b), p eine feste Zahl > 1.

(d) £° mit der Norm ||{zn}||co := sup,, |Zn|.

(e) C([0,1]) mat der Norm |[f]lco = sup e |f(@)]-

17
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Die Beispiele (c) - (e) bildet man auch mit den entsprechenden reellen Folgen
bzw. Funktionen. Oft 148t sich dem Zusammenhang entnehmen, ob gerade der
reelle oder der komplexer Raum gemeint ist. Bei den Beispielen (b) und (c)
ist der Beweis der Dreiecksungleichung im Fall p > 1 nicht offensichtlich. Wir
benutzen dazu folgendes

Lemma 2.1.4. Seien a,b >0, p,q > 1, % + % = 1. Dann gilt:

1 1
ab < —aP + —b1.
p q

Beweis. Ist a oder b gleich null, so ist die Behauptung erfiillt. Wir kénnen
also a,b > 0 annehmen. Da der Logarithmus auf (0, 00) eine konkave Funktion
ist, gilt 1og( a + 1b) 1 loga + 1 logb = loga'/? + logb'/?. Anwendung der
Exponentlalfunktlon hefert ]%a + 1b > a!/Ppl/4. Ersetzt man nun a durch a?
und b durch b9, so erhélt man die Behauptung O

Néchster Schritt ist

+ 1 =1 und

Satz 2.1.5 (Hoéldersche Ungleichung). . Seien p,q > 1, ;

{zn} € P, {yn} € 1. Dann gilt:

=

> lzaynl < I{anllp [1{yn}llo-

Beweis. Ist eine der Normen auf der rechten Seite der Ungleichung null, so

verschwinden alle Terme der linken Seite, womit die Behauptung erfiillt ist.

Wir konnen also |[{zn}llp, [[{yn}llq > 0 annehmen. Da die Ungleichung bei

Multiplikation mit positiven Skalaren erhalten bleibt, geniigt es, die Behauptung

ﬁir ||{xn}\|p = |{yn}lly = 1 zu zeigen. Nach obigem Lemma gilt |z,y,| <
slznl” + Zlyn]?, also

o0
1 1
D l@ayal < ];Il{xn}l\g + gll{yn}IIZ =1=[{zatlp [{yn}lq-
1

O

Nun kénnen wir die Dreiecksungleichung fiir /7 beweisen. Sie heifit Minkow-
ski-Ungleichung.

Satz 2.1.6 (Minkowski-Ungleichung). Sei 1l < p < co und {z,}, {yn} € ¢P.
Dann gilt {x,, +yn} € (P und

{2 + yntlp < [{2n o + [{yn
Bewets. Fiir jedes n € N gilt:

|l‘n + yn|p = |xn + yn| |xn + yn‘p_l
< (2] + |yal) l2n + ynlP (2.1.7)
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Fiir ¢ = ;55 (dann ist 1%4—% = 1) gilt {|z,,+yn P71} € €9 (wegen |z, +y, | P~ =
[T 4+ ynl? < Qmax{|z,|, |yn|})P < 2P(|xn|? + |yn|?)) Nach der Holderschen
Ungleichung gilt

Z |Zn|[zn + yn|p_1 < {znHp {lzn + ynlp_l}Hq

n=1

= ||{$n}||p||{33n + yn}Hg/qa

analog 30 [ynl 20 + yal?™ < Hyadlpl{zn + va} 5% und mit 2.1.7
erhalten wir ||{z, + ya 2 < (I Hlp + [{un o) - 1 + ya }IE/% also [[{a, +

_r
yndly © < [{@n Hlp + [{yn}t|p, was wegen p— L = 1 gerade die Behauptung ist.
Zuletzt haben wir implizit |[{z,, + yn }l|p # 0 benutzt. Im Fall ||[{z,, + yn}|l, =0
ist die Behauptung trivial erfiillt. O

Der soeben gegebene Beweis funktioniert auch fiir LP-Funktionen auf einem
beliebigen Mafiraum, liefert also fiir allgemeines LP die Dreiecksungleichung.
Bemerkung. (a) Ist E ein halbnormierter Raum iiber K, so ist £ mit der von
der Halbnorm herriihrenden (d.h. mit Hilfe der zugehorigen Halbmetrik definier-
ten) Topologie ein topologischer Vektorraum, d.h. die Skalarmultiplikation
und die Addition als Abbildungen von K x E nach FE bzw. von E X E nach F
sind stetig.

(b) Ist M ein linearer Teilraum von E, so auch sein AbschluM. Dies folgt
aus (a).

(c) Die Halbnorm ||-|| auf E ist eine gleichmiifig stetige Abbildung von (E, ||-
II) (als halbmetrischem Raum) nach R, denn wegen der Dreiecksungleichung gilt:

[zl = Myl < llz =yl

(d) Aus der Dreiecksungleichung und der Stetigkeit der Halbnorm folgt: Ist
oo | @y konvergent, so gilt || >z, < Y |lznll, wobei die rechte Seite der
Ungleichung natiirlich co sein kann.

(e) E ist vollstéindig genau dann, wenn jede absolut konvergente Reihe in E
konvergiert. (Beweis siehe unten).

(f) Ist E ein normierter Raum, so ist £ (Vervollstindigung als metrischer
Raum) in natiirlicher Weise ein Banachraum. Ist d die Metrik in E, so setzt
man

o~ || := d(a™,0%) = Tim [l

wobei {x,,} eine Folge in E mit i(x,) "=3 =™ in E ist.

Beweis. (fiir (e)): =: Ist E vollstéindig und Y {° ||, || < 0o, so sind die Partial-
summen von » |z, wegen der Dreiecksungleichung offenbar eine Cauchyfolge,
konvergieren also in F.
<: Sei jede absolut konvergente Reihe in E konvergent und sei {x,} eine
i

Cauchyfolge in E. Es gibt eine Teilfolge {xy,} mit ||z,, — =, || < 5. Da
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S wn, ., — xm\|oo< oo gilt, konvergiert die Reihe Y% (2n,,, — 2n,) in E,
also auch x,, + > ,~(Tn,,, — Tn,), deren k—te Teilsumme x,,, ist. Also hat
die urspriingliche Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge und ist somit selbst
konvergent, was die Vollstandigkeit von FE beweist. O

Proposition 2.1.8. Sei (E,||-||) ein halbnormierter Raum und N ein linearer
Teilraum von E.
(i) Der Quotientenraum E/N wird mit

|z + NJ|’ := inf ||z + n||
neN

zu einem halbnormierten Raum (E/N,| - ||'). Dieser Raum ist genau dann
normiert, wenn N abgeschlossen in E ist.

(i1) Ist E wollstindig und N abgeschlossen, so ist E/N mit || || ein Ba-
nachraum.

Beweis. (i) Auf die Gleichung || Az+An|| = |A|||z+n| wendet man inf,,c ;v an und
erhiilt [[Axz+N||" = |A|||lx+N|)’. Auf die Ungleichung ||z+m+y+n| < |[x+m]|+
|ly+n| wendet man inf,, ,en an und erhélt [|[z+y+N|| < ||lz+N|'+|ly+N| .
Also ist || || eine Halbnorm. Es gilt ||z + N||’ = 0 genau dann, wenn z sich aus
N approximieren lisst, also 2 € N gilt. Andererseits ist x + N die Null in E/N
genau dann, wenn x € N gilt. Also ist || ||’ genau dann eine Norm auf E/N,
wenn N = N gilt.

(ii) Seien z € F mit Y. " ||z, + N || < oo und seien ny € N so gewihlt, dass
|z +nkl| < lzn+ N||'+ 5 gilt. Da E vollsténdig ist, folgt nach Bemerkung (e)
oben die Konvergenz von Y [°(x),+ny), ihr Grenzwert sei z € E. Die kanonische
Projektion p : © — xz+ N von E nach E/N erfiillt ||p(x)]|” < ||z]|, ist also (sogar
gleichméfBig) stetig. Somit gilt Y " (zx + N) — 2+ N, woraus nach Bemerkung
(e) die Vollsténdigkeit von E/N folgt. Ist N abgeschlossen, so ist (E/N), || ||)
nach (i) auch normiert, also ein Banachraum. O

2.2 Lineare Operatoren

Stetige lineare Operatoren

Satz 2.2.1. Seien E und F' halbnormierte Raume tber K und T : E — F eine
lineare Abbildung. Dann ist folgendes dquivalent:

(i) T ist stetig im Nullpunkt.

(i1) T ist stetig.

(11i) T ist gleichmdfig stetig

(iv) Es gibt eine Konstante C > 0 mit |Tz||p < C - ||z||g (d.h. T ist ,be-
schrankt®).

Beweis. Die Implikationen (iv) = (iii) = (ii) = (i) sind klar. Wir zeigen noch
(i) = (iv): Ist T stetig in 0, so gibt es zu € > 0 ein 6 > 0 mit ||Tz|p < ¢ fur
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alle z € E mit ||z||g < J. Fiir beliebiges x # 0 € E hat ﬁx die Linge (d.h.
den Wert der Halbnorm) 4, es gilt also

|zlle 0 [E21r=

Tx||p = —x

d.h. mit C' = § ist (iv) erfiillt. O

Die Menge der beschrinkten Operatoren von E nach F', d.h. der linearen
Abbildungen T': E — F, die (i) - (iv) oben erfiillen, bezeichnen wir mit B(E,F),
und fiir T € B(E, F) bezeichnen wir mit ||T|| die kleinste Konstante C' mit
|Tz||p < C|z|| 5. Wegen ||Tz||r < Cllz||p < L2le < ¢ (fir z £ 0) ist

llz|l =

[Tz|r _

T = sup sup |[|Tz|[p= sup |Tzlp= sup |[Tz|p.
w0 [Zle jaje=1 lzll s <1 lzll £ <1
Bemerkung 2.2.2. (a) (B(E,F), || -||) ist ein halbnormierter Raum. Ist F

normiert bzw. ein Banach-Raum, so ist es auch B(E, F). Insbesondere ist E' :=
B(E,K) ein Banach-Raum. Er heiffit der Dualraum von E, seine Elemente
beschrdinkte lineare Funktionale.

(b) Sind E und F normierte Riume und T € B(E, F), so gibt es genau ein
T € B(E,F) mit T|g =T. Es gilt |T|| = ||T).

(¢) Ist E normiert, so ist B(E, E) (oder auch kurz: B(E)) eine normier-
te Algebra, d.h. ein normierter Raum und eine Algebra mit der Eigenschaft
TS| < IIT| IS||. Ist E wvollstindig, so ist B(E) eine Banach-Algebra, d.h.
eine (als normierter Raum) vollstindige normierte Algebra.

Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit

Satz 2.2.3 (Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit). Seien E ud F halbnor-
mierte Riume, E vollstindig, und {Tx\} eine Familie in B(E, F) mit

sup | Taz||p < oo fir alle x € E.
A

Dann gilt:
51)1\p I Ta]| < o0.

Beweis. Sei A, = {x € E | |Thz||r < n fir alle A}. Nach Voraussetzung gilt
U,, An = E, und da die Mengen A,, abgeschlossen in E sind, gibt es nach dem
Satz von Baire ein ng € N mit A,, D K.(x) = 2 + K.(0) fiir ein geeignetes x
und e. Fir y € K.(0) = K. (z) — 2 C Apy, — Ap, gilt [|[Thyllr < no + no fiir alle
A. Hieraus folgt ||T|| < 2% < oo fiir alle A, was die Behauptung beweist. [

Korollar 2.2.4 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei E ein vollstindiger halbnor-
mierter Raum, F' ein normierter Raum und {T,} eine Folge in B(E; F), so daf$
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{T,x} fiir jedes x € E konvergiert. Dann ist die Abbildung
T:E—F

rw— Tx:= lim T,z
n—oo

aus B(E, F)

Beweis. Dass T linear ist, folgt aus im T), (ax+fBy) = alim T,,z+ 5 lim T,y (hier
bendétigen wir {ibrigens, dass F' normiert ist, da sonst die Limites nicht eindeutig
bestimmen wéren). Aus dem Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit erhalten
wir C = sup,, ||| < oo, also ||Tz||r < C|lz| &. O

Satz von der offenen Abbildung

Satz 2.2.5 (Satz von der offenen Abbildung). Sei E vollstindig halbnormiert,
F ein Banachraum und T € B(E, F) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. Bilder
offener Mengen sind offen.

Beweis. (a) Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes s > 0 die Menge TK;(0) eine
Kugel K,,(0) enthélt, denn ist O C E offen, z € O und K (z) C O, so folgt aus
TK(0) D K,(0) dass TO D TK,(x) = T(Ks(0) + ) D K,(0) + Tz gilt, also
TO offen ist.

(b) Im Folgenden bezeichnen wir K,.(0) in E bzw. F kurz mit E, bzw. F,..Wir
zeigen dafl TE, eine Nullumgebung enthilt. Wegen F = U, nE, s2 und der
Surjektivitdt von T gilt F = UzozlnTEr/g, es gibt also nach dem Satz von
Baire ein ng mit no T'E, ;o O K;(y) fiir geeignetes 6 > 0 und y € F. Nun gilt

K5(0) = Ks(y) —y CnoTE,)s —noTE,. /5 CngTE,,
Und da Skalarmultiplikation mit nio ein Hom6omorphismus ist, folgt
TE,. D K.(0) = F.

fiir ein € > 0.

(c) Wir behaupten nun TE, D TE, fiir jedes s > r und beweisen dies mit
einem iterativen Argument. Ist s > r und {r, } eine Folge positiver Zahlen mit
> =s—7,s0 gibt es geméB (b) zu jedem r,, ein geeignetes &, > 0 mit

(1) TE, D F, firaleneN

und wir kénnen €, — 0 annehmen. Sei nun y € TFE,. Es gibt x; € E, mit
ly —Tai||r < &1, also y —Tax; € F,,. Ist nun n — 1 > 1, sind 1, ..., x,—1 schon
gewihlt und ist ||y — Z?:_ll Tx;||p < €p—1, also y — E;:ll Tz; € F.,_,, so gibt
es nach (i) ein z,, € E, _, mit ||[(y — Z;:ll Tx;) — Tay||lp < €,. Fir die so
induktiv definierte Folge {z;} gilt

(i) >y Nlwille < r+>5oq 7 = s. Da E vollstéindig ist, konvergiert . | x;
gegen einen Grenzwert © € F.

(iii) ||y = >, Txi||p < &, — 0, also Y1, Tz; — y. Da T linear und stetig
ist, folgt Tx = y. Damit ist TE; D TE, fir s > r gezeigt und wegen (b) und
(a) der Beweis beendet. O
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Bemerkung. Der soeben bewiesene Satz gilt allgemeiner fiir F-Réaume, d.h.
topologische Vektorrdaume, die durch eine translationsinvariante Metrik vollstéan-
dig metrisierbar sind, insbesondere fiir Frechetrdume (das sind gerade die lokal
konvexen F-Riume). Der Beweis bleibt gleich, wenn man Ausdriicke der Form
lla—0]| als d(a,b) und dementsprechend ||a|| als d(a, o) liest. Wie aus dem Beweis
ersichtlich, braucht der Ausgangsraum E nicht separiert zu sein.

Korollar 2.2.6. Secien E und F Banach-Riume und T € B(E,F) bijektiv.
Dann gilt:
T~' € B(F,E),

d.h. die Umkehrabbildung ist stetig, oder anders ausgedriickt: Es gibt ein C > 0
mit | Tx||p > C||lz| g fir alle x € E.

Korollar 2.2.7. Ist E mit jeder der beiden Normen || |1 und || ||2 ein Banach-
Raum und gilt || |1 < C|| |2, so gilt auch

2 < Sl -

Satz vom abgeschlossenen Graphen

Definition 2.2.8. Ist f : E — F eine Abbildung, so heifit Gy = {(z, f(z)) €
E x Flz € E} der Graph von f. Die Abbildung f heifst abgeschlossen,
wenn ihr Graph als Teilmenge von (E x F,|| ||), wobei ||(x,y)| == ||zl g + |yl F,
abgeschlossen ist.

Achtung: Diese Begrifffsbildung ist inkonsequent, vgl. offene Abbildung.

Bemerkung. Sind E und F normierte Riume und T € B(FE;F), so ist T
abgeschlossen. Fiir Banach-Raume gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.2.9 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E und F Banach-
Raume und T : E — F linear und abgeschlossen. Dann ist T stetig.

Beweis. (a) Der Graph Gr ist ein linearer Teilraum von F X F.

(b) Nach Voraussetzung ist Gt abgeschlossen in E x F', und da E x F ein
Banach-Raum ist (leicht zu verifizieren), ist auch G ein Banach-Raum, mit der
Norm ||(z, T2)|| = 2]l + | T2 .

(c) Die Abbildung (x,Tx) — x von G nach E ist linear, bijektiv, und
normvermindernd, also stetig. Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist
die Umkehrabbildung stetig, also aus B(F,Gr). Es gibt somit ein C > 0, so
dass ||z||g + [|Tz||r < C||z| g, insbesondere ||Tz||r < C||z| g gilt. Damit ist die
Behauptung gezeigt. O

2.3 Die Siatze von Hahn-Banach

Um die Sétze von Hahn-Banach beweisen zu kénnen, erinnern wir an das
Lemma von Zorn. Sei (X, <) eine induktiv geordnete Menge, d.h. gelte
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iz <z

()r<yy<z=z=y

(i) e <y,y<z =z <z
und es gebe fiir jede total geordnete Teilmenge M C X eine obere Schranke
x € X (m < z fiir alle m € M). Dann besitzt X ein maximales Element z (d.h.
es gibt kein grofieres Element, also z < x = x = z). Natiirlich braucht dieses z
nicht eindeutig bestimmt zu sein.

Satz von Hahn-Banach, reelle Version

Satz 2.3.1 (Satz von Hahn-Banach, reelle Version). Sei E ein R-Vektorraum,
F ein linearer Teilraum und p : E — R subadditiv und positiv homogen, erfiille
also p(z+y) < p(x)+p(y) und p(Azx) = \p(z) firz,y e E,A>0.Ist f : F— R
ein lineares Funktional mit f(x) < p(x) fir alle x € F, so gibt es ein lineares
Funktional f : E — R mit f|p = f und f(z) < p(x) fir alle x € E.

Ist p eine Halbnorm, so gilt automatisch |f| < p und |f| <p.

Beweis. (a) Seien E, F,f und p wie oben und =z € E\F, z,2/ € F. Es gilt
f@)+ () =fz+2) <plz+2) <p(z+2) + p(z' — ), also

f(Z) = p(e —x) < —f(2) + p(z + 2).

Die linke Seite dieser Ungleichung hingt von 2/, die rechte von z ab, es gibt
also eine Konstante ¢, die zwischen dem Supremum der linken und dem Infinum
der rechten Seite liegt. Auf dem Raum F' + {\z | A € R} erkldren wir f durch
f(z+Ax) = f(2) + Ac. Wegen f(2) —p(z —x) < c < —f(2) +p(z + z) gilt

f(z) —e<p(z—x) und f(z) + ¢ <p(z+w)

Multiplizieren wir diese Ungleichungen mit o > 0 und ersetzen az durch z, so
ergibt sich

f(z —ax) < p(z —az) und f(z+ az) < p(z + ax),

also f(z+ Az) < p(z + Az) fiir A € R (denn fiir A = 0 gilt die Ungleichung nach
Voraussetzung).
Ergebnis: Wir haben f zu f auf dem Raum F + {Az | A € R} fortgesetzt, und
zwar so, dass die Fortsetzung f ebenfalls f < p erfiillt.

(b) Sei X die Menge aller Paare (G, g), wobei G ein linearer Teilraum von
E ist, der F enthilt, und g : G — R ein lineares Funktional mit g|r = f und
g(z) < p(x) fir alle z € G ist. Wir erkldren eine induktive Ordnung < durch

(G,9) < (G',g'), wenn G C G’ und ¢'|g = g ist.

Ist M eine total geordnete Teilmenge von X, so ist (H, h) eine obere Schranke
fir M, wenn H = g 4)en G und h(z) = g(z) fir € G, (G,g) € M. Man
beachte, dass h wohldefiniert ist. Nach dem Lemma von Zorn gibt es in X
ein maximales Element (K, k). Nach (a) muss K = FE gelten, weil wir sonst
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noch um eine Dimension fortsetzen konnten, was der Maximalitit von (K k)
widerspréche.

Ist p eine Halbnorm und f(y) < p(y), so gilt auch —f(y) = f(—y) < p(—y)
p(y), also | f(y)] < p(y). Entsprechend fiir f.

o

Satz von Hahn-Banach, komplexe Version

Satz 2.3.2 (Satz von Hahn-Banach, komplexe Version). Sei E ein Vektorraum
tber C, F ein linearer Teilraum und p eine Halbnorm auf E. Ist [ ein lineares
Funktional auf F mit |f(x)| < p(x) fir x € F, so gibt es ein lineares Funktional
f auf E mit f|lp = f und |f(z)| < p(z) firz € E.

Beweis. Sei f(x) = fi(z) + ifz(z) mit fr(r) € R, k = 1,2. Dann sind f; und
f2 R-lineare Abbildungen von F nach R, und es gilt |fx(z)| < p(x) fir k=1,2.
Aus f(iz) = if(x) folgt fo(x) = —fi(ixz). Nach dem vorigen Satz gibt es eine
reell-lineare Fortsetzung fi : £ — R mit |fi(z)| < p(x) fir 2 € E. Setzen wir
f(;z:) = fl( )fzfl (i, so ist f eine Fortsetzung von f, auBerdem C-linear, wofiir
es geniigt, f(iz) = if(x) nachzupriifen. Es bleibt noch |f(x)| < p(z) zu zeigen.
Bei festem x ist fiir geeignetes ¢ € [0, 27|

‘f($)| f() f(it)>0 also
[f(@) = f(e"x) = fi(e"z) < p(e'x) = p(x).
Damit ist der Beweis beendet. O

Folgerungen

Korollar 2.3.3. Ist I ein halbnormierter Raum und F ein (linearer) Unter-
raum, so lifSt sich jedes f € F' zu einem f € E' mit || f|| = || f]| fortsetzen.

Beweis. Sei p(x) = ||f|| ||z||. Dies ist eine Halbnorm, und es gilt |f(z)| < p(z)
fiir # € F. Es gibt ein Funktional f auf E mit le = f und |f( )| < p(x)
fir 2 € E. Diese letzte Ungleichung besagt: f e E und ||f]| < ||f], und da
natiirlich ||f]| > [ f]| gilt, folgt [|f[| = [|f[|. O

Korollar 2.3.4. Ist E ein halbnormierter Raum und x € E mit ||z|| # 0, so
gibt es ein f € E' mit f(x) = ||z| und ||f|| = 1.

Beweis. Sei F = {Az|\ € K}. Wir definieren g(Az) = A||z||. Offenbar gilt g € F”,
llgll = 1. Ist f eine Fortsetzung von g wie im vorigen Korollar, so ist damit die
Behauptung erfiillt. O

Bemerkung Aus Korollar 2.3.4 ergibt sich insbesondere, dass der Dualraum E’
eines halbnormierten Raumes E stets # {0} ist, aufler im Trivialfall || ||z = 0.

Korollar 2.3.5. Ist F' ein abgeschlossener Teilraum des halbnormierten Raum-
es E und x € F, so gibt es ein g € E' mit g|lr =0, g(z) = 1.
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Beweis. Betrachte E/F. Da ||z + F|| # 0, kann voriges Korollar auf E/F
angewendet werden: Es gibt f € (E/F) mit f(z + F) # 0. Die Abbildung

g:y— ;Egig geniigt der Behauptung. O

Auch die Korollare (2.3.3)-(2.3.5) werden als Hahn-Banach-Sétze bezeich-
net.

Beispiele von Dualrdumen Das Zeichen = bedeutet im Folgenden isometri-
sche Isomorphie d.h. Existenz einer isometrischen bijektiven linearen Abbildung
zwischen den betreffenden Rdumen.

(a) c¢f = ¢* (wobei cg = Raum der Nullfolgen mit Supremumsnorm)

(b) (£ = <

(c)(€P)" =2 £9 (wobei 1 < p < o0, % + % =1)

(d) C([0,1])" = M(]0,1]) (= Raum der beschrinkten regulidren Borel-Mafle

auf [0, 1])
(e) LP([0,1])" = L7([0,1]) (wobei 1 < p < o0, 1 +1 =1)
(f) L*([0,1]" = L*>=([0,1]

In jedem der genannten Félle definiert ein Element der Menge rechts vom Iso-
morphiezeichen in kanonischer Weise ein Element der linken Seite. Zum Beispiel
im Fall (a) erhélt man zu jedem g € ¢! ein Funktional ¢, € ¢} durch die Defi-
nition ¢4 (f) := >, oy f(#)g(z). Dass die Abbildung ¢ : g — ¢4 von ¢! nach
ein isometrischer Isomorphismus ist, zeigt man leicht mit elementaren Metho-
den der Analysis. Entsprechendes gilt fiir (b). Bei den Féllen (d), (e), (f) werden
die Funktionale ¢, mit Integration statt Summation definiert und man benutzt
Kenntnisse der Mafitheorie, bei (d) insbesondere den Rieszschen Darstellungs-
satz fiir stetige lineare Funktionale auf C([0,1]). (c¢) und (e) sind Spezialfille
eines allgemeinen Resultats der Mafitheorie: Fiir p, ¢ > 1 mit % + % =1 und ein
beliebiges MaBy gilt LP () = L9(p). Im Fall (g) gilt die isometrische Isomor-
phie, wenn K™ mit der Norm || ||2 versehen ist. Bei Verwendung einer anderen
Norm kann man keine Isometrie erwarten, aber die Isomorphie bleibt erhalten.

Ist || || eine beliebige Norm auf K", so gibt es aber eine Norm || || auf K"
mit (K™, || |)) = (K™, | ||') (isometrisch isomorph). Man erhélt | ||, indem
man die Norm auf dem Dualraum mit dem Isomorphismus ¢ transportiert, also
llgll” == |lpgll fiir g € K™ setzt. Sind p und ¢ wie in (¢) und ist || || = | ||, so ist
=11l

Wir geben fiir (c) noch einen direkten Beweis:

(i) Fiir g = {gn} € 07 und f = {f,} € ¢ definiert v (f) = >_7° gnfn Wegen
der Holderschen Ungleichung ein Funktional ¢, € (€7)" mit |l¢g]| < |lgllq, und
die Abbildung ¢ : g — @4 von 7 nach (¢7)" ist injektiv, denn ¢, = 0 impliziert
g=0.

(ii) Sei nun ¢ € (¢P)’; und sei g, = ¥(e,), n € N, wo e, der n-te Ein-
heitsvektor (0,...0,1,0,...) ist. Fir N € N sei f, = |gn|?/gn falls g, # 0,
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sonst null. Fiir N € N gilt nun Efl |ful? = Ziv |gn|Pla—1) = Eiv |gn|? und
Y1 1gnl? = 0 gutn = Zivfn len) = (Zf]fneng < Y |fal?) P =
NN 1917, also (S0 [gal®)1 ™+ = (57 lgalt)s < [[9]]. Somit gilt g =
{gn} € 07 und wegen Y(e,) = g, = @g(en) ¥ = @4 auf dem dichten Teilraum
lin{e,|n € N}, also ¢ = ¢, auf ganz ¢, denn beide Funktionale sind stetig.
Dies und ||g||q < ||¥]| zeigt zusammen mit (i), dass ¢ : g — ¢4 ein isometrischer
Isomorphismus von ¢¢ auf (¢P) ist.

Notation. Ist E ein halbnormierter Raum, E’ sein Dualraum, z € E und
x’ € F’, so schreiben wir fiir 2/(x) auch (x,z’).

Einbettung eines normierten Raumes in seinen Bidualraum. Ist E ein
normierter Raum, so gibt es eine kanonische Einbettung J (genauer Jg) von
E in seinen Bidualraum (oder: Bidual) E” := (E')’. Fiir € E definiert man
Jx € E’ durch (Jz)(2') := 2/'(z) = (z,2'), wobei 2’ € E’. Die Abbildung
J: E — E" x+— Jx ist linear und es gilt ||Jz|| < ||z||. Nach Hahn-Banach
gibt es zu x # 0 € E ein o/ € E' mit ||2/|] = 1 und (z,2') = |z, also
folgt ||Jz|| = ||=||, d.h. J ist eine Isometrie, insgesamt also ein isometrischer
Isomorphismus von E auf JE C E”.

Adjungierte Abbildungen

Seien E, F' halbnormierte Réiume mit Dualriumen E’, F’.

Satz 2.3.6. Zu jedem A € B(E,F) gibt es genau ein A’ € B(F',E') mit
(Az,y"y = (z, A'Y') fiirx € E,y' € F'. Es gilt |A"|| = || A]l.

Beweis. Die Gleichung oben definiert A’y’ als ¢’ o A, woraus die erste Behaup-
tung sowie ||A’|| < ||A]| folgt. Es ist

|4 = sup [|A"Y|| = sup sup |(z,A"y)]
ly'lI<t [PAESYEIES!

= sup  sup [(Azy)|= sup [Azl| =[A].
[EESYIES! el <

Ubrigens haben wir beim vorletzten Gleichheitszeichen den Satz von Hahn-
Banach (Korollar 2.3.4) benutzt. O

Definition 2.3.7. Der im letzten Satz definierte Operator A’ heifst der zu A
adjungierte (oder: konjugierte, duale) Operator.
Achtung: Im Hilbertraum wird der adjungierte Operator etwas anders definiert.

Bemerkung: Wie aus der A’ definierenden Gleichung hervorgeht, gilt
(Idx)" = Idx, sowie (AB)" = B’A’, also ist ’ ein kontravarianter Funktor von
der Kategorie der halbnormierten Rdume in die Kategorie der Banachridume,
jeweils mit den stetigen linearen Abbildungen als Morphismen. Insbesondere
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ist fiir (stetig) invertierbares A € B(E, F) auch A’ € B(F', E’') invertierbar.
Im Fall von Banachrdumen E, F' gilt auch die Umkehrung, wie wir in Kiirze
zeigen werden. Man benutzt als Hilfsmittel die kanonische Einbettung eines
normierten Raumes E in seinen Bidualraum E”. Sind F, F normierte Riume
mit kanonischen Einbettungen Jg,JJr in E” bzw. F”, und ist x € E, ¢y € F',
so gilt fiir T € B(E, F):

T (Jp0)() = (Jea)(T'y) = (2, T'y) = (Ta,y') = [Jp(T2))(y'), also

T”OJE:JFOT

Identifiziert man E,F vermége Jg, Jp mit JgE C E” bzw. JpF C F”, so
bedeutet die Gleichung, dass T” auf E mit T iibereinstimmt.

Satz 2.3.8. Seien E,F Banachriume und T € B(E,F). Es gilt: T ist inver-
tierbar < T' ist invertierbar.

Beweis. Wegen obiger Bemerkung ist nur noch < zu zeigen. Sei T” invertierbar,
also auch T" invertierbar. Da 1" injektiv ist, gilt TE = F. Da T" invertierbar
ist, gilt cl|l2”|| < [|7"2"|| < dl|l2"[|Vz" € E”, wo ¢ = [|(T")7}|| %, d = ||T"].
Setzt man =" = JgX und beriicksichtigt 7" Jg = JpT, so erhélt man c||z|| <
|ITz|| < d|lx|. Also ist T bistetig von E auf TE, mithin TE vollstindig und
somit abgeschlossen, also TE = TE = F, und die Abbildung Tz — x ist stetig
und invers zu T'. O

Definition 2.3.9. Seien E, F halbnormierte Raume. Fir eine Teilmenge S C
E heift
S° = {2’ € F'|(z,2') =0Vz € S}

der Annihilator (oder: Annullator) von S in E’.
Fiir eine Teilmenge R C E' heifit

°R:={x € E|{z,2') =0Vx' € R}
der Annihilator (oder: Annullator) von R in E.

Bemerkung (a) S° und °R sind abgeschlossene lineare Teilrdume von E’ bzw.
E.

(b) Fiir beliebiges R C E’ gilt (°R)° D R (dies folgt aus der Definition und
(a))-

(c) Wenn S ein linearer Unterraum von F ist, gilt °(S°) = S (Beweis mit
Hahn-Banach, die Inklusion D ist klar nach Definition und (a)).

Korollar 2.3.10. Fir jedes A € B(E, F) gilt N(A") = R(A)° und

R(A) =°N(A"), wobei N bzw. R Kern bzw. Bild eines Operators bezeichnet.

Beweis. (i) N(A") = R(A)°, denn y’ € N(A’) gilt genau dann, wenn A’y =
0, also (x, A'y') = (Az,y’) = 0 Vo € E gilt, d.h. wenn 3’ zum Annihilator
R(A)° gehort. (ii) Die Gleichheit °N(A") = R(A) folgt aus (i) und (c) der
Bemerkung. O




2.3. DIE SATZE VON HAHN-BANACH 29

Reflexivitit

Definition 2.3.11. Sei E ein normierter Raum, J seine kanonische Finbettung
in E"”. E heifst reflexiv, wenn J(E) = E" gilt, also J surjektiv ist.

Bemerkung. (a) F ist also genau dann reflexiv, wenn J ein isometrischer Iso-
morphismus von E auf E” ist.

(b) Ist E reflexiv, so ist es vollstéindig, also ein Banachraum. Denn die
Dualrdume halbnormierter Rdume sind vollstindig (Bemerkung 2.2.2 (a)).

Satz 2.3.12. Se: E ein Banachraum. E ist genau dann reflexiv, wenn sein
Dualraum E' reflexiv ist.

Beweis. (i) Sei E reflexiv und " € E". Dann ist 2" o Jg € E’. Wir zeigen
Je (2" o Jg) = 2. Sei 2" € E”, 2" = Jgx mit ¢ € E. Es gilt [Jg/ (2" o
Jr)|(@") = 2" (2" o Jg) = (Jgzx)(@" o Jg) = (" o Jg)(x) = 2"’ (2"). Somit ist
Jg surjektiv, also E’ reflexiv.

(ii) Sei E’ reflexiv. Wiire E nicht reflexiv, so gébe es ein 2/ € E”"\JgE. Nach
Hahn-Banach existiert dann ein ' = Jg:a’ € E” mit 2" (2") = (2/,2") =1
und 2" (JgE) = (2, JgE) = (E,2') = 0, also 2’ = 0, ein Widerspruch. Folglich

muss F reflexiv sein. O

Satz 2.3.13. Ist E reflexiv, M C E ein abgeschlossener Unterraum, so ist
sowohl M als auch E/M reflexiv.

Beweis. (i) Jedes m” € M" definiert ein Funktional e(m’) auf E’ durch
e(m”)(p) :=m"(pu) fir ¢ € E'. Wegen [m”(p,,)| < [[m”|| ol < [m” | o]
ist e(m”) beschrinkt, also in E”. Da E reflexiv ist, gibt es ¢ € E mit Jgz =
e(m”). Es gilt x € M, denn wire x ¢ M gibe es in ¢ € E' mit (M) = 0 und
() =1, also 1 = ¢(x) = Jpz(p) = e(m”)(¢) = m"(¢;m) = 0, was nicht sein
kann. Wir zeigen Jyx = m”. Sei € M', ¢ € E’ eine Fortsetzung von 1 auf E.
Nun gilt Jaz(y) = ¢(z) = @(x) = Jpx(p) = e(m”)(p) = m" (pln) = m" (¢),
also Jyrx = m”. Somit ist Jy; surjektiv, also M reflexiv.

(ii) Wegen (E/M)" = M° (vgl. Ubung 2.4.23) und der Tatsache, dass M°
in E' abgeschlossen ist, folgt die Reflexivitidt von E/M aus (i) und dem Satz
2.3.12. O

Schwache Topologie und Schwach*-Topologie

Sei F ein normierter Vektorraum, E’ sein Dualraum.

Definition 2.3.14. Die schwache Topologie auf E ist die von E' auf E
induzierte Topologie, d.h. die grébste Topologie auf E, fiir die jedes ' € E' eine
stetige Abbildung ist. Die schwach*-Topologie auf E' ist die von E auf E’
induzierte Topologie, d.h. die grébste Topologie auf E’, so dass die Abbildung
' (x,2") fiir jedes x € E stetig ist. Auf dem Dualraum E’ eines reflexiven
Raumes E stimmen die beiden Topologien iiberein, da jedes x” € E" sich als
Punktauswertung x' — ' (x) mit einem x € E schreiben lifst.
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Bemerkung. Ein Netz {z,} in F konvergiert schwach gegen z genau dann,
wenn (xq,z’) — (r,z') gilt fiir jedes ' € E’. Ein Netz {z/,} in E’ konvergiert
schwach* gegen 2’ genau dann, wenn (x,z!) — (z,2’) gilt fiir jedes z € F.

Satz 2.3.15. In einem reflexiven Raum E hat jede beschrinkte Folge {x,} eine
schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Man kann E = F := Lin{z,|n € N} annehmen, denn wegen Hahn-
Banach induzieren E’ und F’ die gleiche schwache Topologie auf F. Da F se-
parabel und wegen 2.3.13 reflexiv ist, ist nach 2.4.18 auch F” separabel, es gibt
also eine in F” dichte Folge {¢,}. Die Folge {¢1(z,} ist beschrinkt, hat also
eine konvergente Teilfolge {¢1(x1,)}. Die Folge {¢2(z1,)} hat eine konvergente
Teilfolge {@2(z2,} u.s.w. Fiir die “Diagonalfolge”” {z,,} ist dann {@k(xnn)}
fiir alle k¥ € N konvergent. Sei nun ¢ € F’ beliebig und ¢ > 0. Fiir geeig-
netes ko gilt || — ¢r, || < €/3c wo ¢ = sup,, ||z,]|, und es gibt ny € N mit
[P0 (Tnn) = Pro (Tmm)| < § Vn,m > ng, also [o(Tnn) — @(Tmm)| < |@(2nn) —
Do (Trn) | 1@ko (Trn) = Pho (Tmm )|+ ko (Trmm) = @(Tmm)| < i-c—!—%—l—ic =g,
d.h. {@(znn)} ist eine Cauchyfolge in K und somit konvergent. Die Abbildung
¢ = limp(zpy,) = Im(Jpzn,)(p) ist nach Banach-Steinhaus ein Element ¢ €
F”. Da F reflexiv ist, gilt £ = Jpz fiir ein z € F, also p(Tn,) = p(x) V@ € F/,
d.h. die Teilfolge {xy,} von {x,} konvergiert schwach (gegen x). O

Da in reflexiven Riumen (E identifiziert mit JE = E") die schwache und die
schwach*-Topologie iibereinstimmen, ist der schwache Abschluss K von {x,|n €
N} im obigen Satz gemdfidem Satz von Alaoglu (s. unten) kompakt (was ohne Re-
flexivitit meist falsch wire). Auferdem ist K mit der schwachen (= schwach*-)
Topologie metrisierbar, wie sich aus dem folgenden Satz mit F' (s. oben) anstelle
von E ergibt.

Satz 2.3.16. Sei E ein separabler halbnormierter Raum und K C E' schwach*-
kompakt. Dann ist K in der schwach*-Topologie metrisierbar.

Beweis. Sei {x1,x2,...} eine dichte Teilmenge von E. Fiir n € N sei f,, = Jgz,,
also f,(z') = (z,2') fir 2’ € E’. Die f,, sind schwach*-stetige Funktionen auf
E’ und sie trennen Punkte von E’: Sind 2/, y’ € E' mit f,(¢') = fn(y/) Vn €N,
so folgt wegen der Dichtheit der f,, und der Normstetigkeit von z’ und g/, dass
(x,2"y = (z,y')Vx € E, also 2’ = ¢/ gilt. Die Metrisierbarkeit von K folgt nun
aus Proposition 1.6.33 O

Satz 2.3.17 (Satz von Alaoglu). Sei E ein normierter Vektorraum. Die abge-
schlossene Einheitskugel des Dualraums S = {z' € E'||2’|| < 1} ist schwach*-
kompakt.

Beweis. Fiir v € Esei Ay = {\ € K| |A\| < |lz|} und A =[], 5 Az Nach dem
Satz von Tychonoff ist A (in der Topologie der koordinatenweisen Konvergenz)
kompakt. Es gilt S C A, denn fiir f € S gilt |f(z)] < ||z||, also f(x) € A, fiir
jedes x € E. Die schwach*-Topologie stimmt auf S mit der von A induzierten
Topologie iiberein. Also brauchen wir nur noch die Abgeschlossenheit von S in
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A zu zeigen. Ist {f)} ein Netz in S mit fy — f in A, so ist f wieder linear, und
aus | fa(z)| < ||lz| folgt |f(z)| < ||z||, also ||f|| <1, d.h. f gehort zu S. O

2.4 Ubungen, Beispiele, Ergiinzungen

Ubung 2.4.1. Zwei Normen || ||, und || |2 auf einem K-Vektorraum E heifien
dquivalent, wenn es Konstanten o, 8 > 0 gibt mit

allzfy < lzfls < Bllz

fiir alle v € E. Man zeige, dass Normen genau dann dquivalent sind, wenn sie
dieselben Topologien erzeugen (vgl. jedoch Ubung 1.6.17 (b).

Ubung 2.4.2. Sei K = R oder C. Man zeige: Alle Normen im K" sind dqui-
valent (Hinweis: Jede Norm || || lisst sich durch || ||1 abschitzen, wobei fiir
= (x1,...,2,) € K": ||z||y = D7 @] ist. Die identische Abbildung

id : (K™, || 1) — (K™, | )

ist also stetig. Verwende nun die Kompaktheit der Finheitssphire S = {x €
K" | ||z]ls =1}, um || |1 durch || || abzuschditzen,).

Ubung 2.4.3. Man zeige: Jeder endlich-dimensionale Teilraum eines normier-
ten Raumes ist abgeschlossen.

Ubung 2.4.4. Man zeige, dass ein unendlichdimensionaler Banachraum keine
abzihlbare Vektorraumbasis haben kann.

Ubung 2.4.5. Sei K = R oder C, || || eine Norm auf K* und T : K* — K"
linear. Man zeige, dass T stetig ist.

Ubung 2.4.6. (a) Sei E ein halbnormierter Raum iiber K, ¢ : E — K ein
lineares Funktional. Man zeige:

@ ist stetig < ¢ (0) ist abgeschlossen.

(b) Man gebe ein Beispiel, dass obige Aussage fiir beliebige lineare Abbildun-
gen T : E — F nicht richtig ist.

Ubung 2.4.7. Sei E ein halbnormierter Raum, F ein Unterraum von E und sei
@ € F'. Nach Hahn-Banach lisst sich ¢ zu einem stetigen linearen Funktional
auf ganz E fortsetzen. Man zeige:

(a) Diese Fortsetzung ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn F dicht in
E ist.

(b) Ist F # E, so gibt es diberabzihlbar viele 1) € E', die o fortsetzen.

Ubung 2.4.8. Die im Hahn-Banach-Satz 2.3.1 erhaltene Fortsetzung f ist nicht
nur wegen des Zornschen Lemmas keineswegs eindeutig bestimmt. Aber: Im Fall
einer Halbnorm p auf E und einer in (E,p) dicht liegenden Folge {x,,} gebe man
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ein Verfahren an, so dass jeder, der ausgehend von f diesem Verfahren folgt,
dieselbe Fortsetzung f erhdlt.

Bemerkung. Es lisst sich vermuten, dass der Satz von Hahn-Banach 2.5.1
wie das Lemma von Zorn und der Satz von Tychonov dquivalent zum Auswahl-
axiom sein konnte.

Ubung 2.4.9. Sei E ein Vektorraum iiber C und seien fi, fo reell lineare
Funktionale von E nach R und f(z) := f1(z) +if2(2) fir z € E. Man zeige:
(a) f ist C-linear & fo(x) = — f1(iz) Vz € E.
(b) Ist E halbnormiert und fi, fo € E' (reeller Dualraum), f = f1 + ifa
C-linear, so gilt || fll = || f1l]-

Ubung 2.4.10. Man gebe ein Beispiel, dass das Prinzip der gleichmifigen
Beschrinktheit nicht mehr gilt, wenn man den Ausgangsraum E der Operatoren
Ty : E — F nicht mehr als vollstindig voraussetzt.

Ubung 2.4.11. Sind U,V Unterriume eines normierten Raumes (E, || ||) mit
der Figenschaft, dass die Abbildung (u,v) — u+v von U x V (mit der Norm
|(u, v)|]1 = ||ull + ||v]]) nach E ein bistetiger Isomorphismus ist, so heifit E die
topologische direkte Summe von U und V.

Man zeige: Ist ein Banachraum E die direkte Summe zweier abgeschlossener
Teilrdume U und V, so ist E die topologische direkte Summe von U und V.

Ubung 2.4.12. Sei E ein normierter Raum und P : E — E eine lineare
Abbildung mit P? = P. Man nennt P dann eine (lineare) Projektion. Im
Folgenden wird idg mit I bezeichnet. Man zeige:

(a) I — P st eine Projektion mit P(I — P) = (I — P)P = 0 und PE =
Bild von P = ker (I — P) sowie (I — P)E = Bild von I — P = ker P.

(b) E=PE® (I -P)E

(c) Ist P stetig, also in B(E), so sind Bild und Kern von P abgeschlossen
und es gilt eine Konstante d > 0 mit

[zl < 1P|l + (I = P)z|| < d||z]| Vz € E,

d.h. E ist die topologische direkte Summe von Bild und Kern von P.

(d) Ist E die topologische direkte Summe von abgeschlossenen Unterrdumen
U und V', so definiert die Abbildung x = u+v— u (bzw. x = u+ v — v), wo
ueU, v eV, ene (lineare) stetige Projektion R (bzw. S) mit S =1 — R.

(e) Ist P € B(E) eine Projektion # 0, so gilt || P|| > 1.

Ubung 2.4.13. Man gebe ein Beispiel einer unstetigen (linearen) Projektion
auf einem Banachraum.

Ubung 2.4.14. Auf (2 ist eine Norm gesucht, beziglich der (2 vollstindig ist,
1
die aber zur dblichen Norm ||(zy)|2 = (32, |zn]?)2 nicht dquivalent ist.

Ubung 2.4.15. Sei E der Raum C'([0,1]) der einmal stetig differenzierbaren
komplexen Funktionen auf [0,1] aufgefasst als Unterraum von C([0,1]) mit der
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Norm || flloo = maxgepoq] | f()]. Die Ableitung f +— f' ist eine lineare Abbildung
D : CY(]0,1]) — C([0,1]).

(a) Man zeige, dass D abgeschlossen ist.

(b) Ist D stetig?

Ubung 2.4.16. Sei ¢y der Raum der komplezen Nullfolgen mit der Supremums-
norm ||(x,)| s = sup,, |Tn|. Man zeige, dass ¢}y isometrisch isomorph zu ¢t ist.

Ubung 2.4.17. FEin topologischer Raum X heifit separabel, wenn es eine
abzihlbare dichte Teilmenge von X gibt. X erfillt das 2. Abzihlbarkeitsaxi-
om (im Englischen: X heifst “second countable®), wenn seine Topologie eine
abzihlbare Basis besitzt, d.h. wenn es offene Mengen O;, i € N, gibt, so dass
jede offene Menge von X Vereinigung gewisser O; ist.
Man zeige:

(a) Aus dem 2. Abzihlbarkeitsaziom folgt die Separabilitit von X.

(b) Ist X ein halbnormierter Raum, gilt auch die Umkehrung von (a).

Ubung 2.4.18. Sei E ein halbnormierter Raum. Man zeige: E ist genau dann
separabel, wenn es eine abzihlbare Menge A C E mit lin A = E gibt (wobei
lin A das lineare Erzeugnis von A bezeichnet).

Ubung 2.4.19. Sei E ein halbnormierter Raum.

(a) Man zeige: Ist der Dualraum E' separabel, so auch E.

(Hinweis: Ist A C E’ abzihlbar und dicht, wihle man zu jedem a € A ein
T, € E mit ||2,|| = 1 und |a(z,)| > L|al|. Wire lin{z,|a € A} nicht dicht in
E, mit Hahn-Banach einen Widerspruch folgern).

(b) Man gebe ein Beispiel dafiir, dass die Umkehrung von (a) falsch ist.

Ubung 2.4.20. Man zeige, dass es keinen isometrischen Isomorphismus zwi-
schen (£>°)" und ¢* gibt. Insbesondere ist (* nicht reflexiv.

Ubung 2.4.21. Ist (> reflexiv?

Ubung 2.4.22. Man zeige, dass jeder endlichdimensionale normierte Raum
reflexiv ist.

Ubung 2.4.23. Ist N ein Unterraum des halbnormierten Raumes E, so heifit
NO = {f € F'|f(n) =0 fiir allen € N} der Annullator von N in E'. Man zeige

(E/N) = N° und N’ = E'/N° (isometrische Isomorphie) .

(Hinweis: Fir ¢ € (E/N)" die Abbildung ¢ — @ o p betrachten, wo p die ka-
nonische Projektion von E auf E/N ist. Fir ¢ € E' die Abbildung ¢ — ¢|n
betrachten.)

Ubung 2.4.24. Sei E ein halbnormierter Raum. Man zeige: Ist E' separabel
und B C E eine beschrdinkte Teilmenge, so hat jedes x € B in der schwachen
Topologie eine abzihlbare Umgebungsbasis, d.h. B erfillt mit der schwachen
Topologie das 1. Abzihlbarkeitsaxiom.
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Ubung 2.4.25. Der Raum ¢y der komplezen Nullfolgen ist ein Teilraum von
0%, also des Dualraumes von £*. Man ermittle (°co)P.

Ubung 2.4.26. (Fastorthogonales Element) Sei F' ein linearer Teilraum des
halbnormierten Raumes E mit F' # E und sei € > 0. Man zeige, dass es ein
x € E mit ||z| =1 gibt, fir das d(z, F) = infyep ||z —y|| > 1 —¢ gilt.

Ubung 2.4.27. Welche Inklusion besteht zwischen der schwachen und der
schwachx-Topologie eines Dualraums?

Ubung 2.4.28. Sei E ein halbnormierter Raum, E' sein Dualraum. Man zeige:

(a) Die abgeschlossene Finheitskugel von E’ ist schwach abgeschlossen und
schwachx abgeschlossen.

(b) Jeder abgeschlossene Unterraum von E ist schwach abgeschlossen, aber
nicht notwendig schwachx abgeschlossen (Gegenbeispiel).

(c) Ein Unterraum von E ist genau dann abgeschlossen, wenn er schwach
abgeschlossen ist.

Ubung 2.4.29. Man zeige, dass ein normierter Raum mit der schwachen To-
pologie und, falls es ein Dualraum ist, auch mit der schwach* Topologie ein
topologischer Vektorraum ist, d.h. ein Vektorraum E mit einer Topologie T, fiir
welche die Skalarmultiplikation und die Addition als Abbildung von K x E nach
FE bzw. von E x E nach E stetig ist.

Ubung 2.4.30. Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum. Man zeige:
(a) Fir A,B,C E gilt A+ BC A+ B.
(b) Fir A, B,C E, A offen, ist A+ B offen.
(c) Fir A C E mit A+ @ enthilt A— A eine Nullumgebung.




Kapitel 3

Hilbertraume

3.1 Grundbegriffe

Sei E ein Vektorraum iiber K = R oder C.
Definition 3.1.1. Ein Skalarprodukt auf E ist eine Abbildung

(| ):ExE = K
(z,y) — (zly)
mit
(i) (fIf) >0 fir f#0
(i) (af + Bglh) = a(f|h) + B(g]h)

(iii) (flg) = (glf)
fir alle f,g,h € H, a, 8 € K.

Bemerkung 3.1.2. (a) Im Fall K = Rist ( | ) eine positive definite
symmetrische Bilinearform, im Fall K = C eine positive definite hermitesche
Sesquilinearform, denn aus (ii) und (iii) folgt

(hlaf + Bg) =a(hlf) + B(hlg),

also Antilinearitét (oder konjugiert - Linearitét) im zweiten Argument.
(b) Aus (i) - (iii) folgt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

I(fl9)* < (fIf)(glg) (CS9).

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn f und g linear abhéngig sind.

Beweis. Falls g = 0, ist die Behauptung erfiillt. Falls g # 0, gilt 0 < (f —
2 2 2

Gmalf = Gia) = (115) — "G — G + LG8 akso (Fl0)]? < (F1/)slo).

Gleichheit impliziert f — Eé ||g ; g = 0, also lineare Abhéngigkeit. Sind umgekehrt

f und g linear abhingig, z.B. f = Ag, so folgt |(f|g)| = |Allgl> = [If]l llgl. O

35
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(¢) Durch ||f| := (f|f)'/? wird auf E eine Norm definiert. Die Dreiecksun-
gleichung beweist man mit (CS):

1f +gll* = (f + glf +9) < IFI7 + 21(F19)] + Ngll® < IFI1* + 20 £1 gl + g1
= (£l + llgl)?, also |If + gl < [I£1l + llgll-

(d) (Polarisationsformel) Jedes Skalarprodukt kann auch durch seine zu-
gehorige Norm ausgedriickt werden. Im reellen bzw. komplexen Fall gilt

(flg) = 317 +l> — 7 ~ gl (3.13)

bzw.

(Fl9) = 42 i*1f + il (3.1.4)

oder ausfiihrlich geschrieben

(ﬂm=imf+m9—w—gw+ﬂf+ww—ﬂﬁ—mW%

wie man leicht nachrechnet.
(e) Fiir die durch ein Skalarprodukt definierte Norm gilt die Parallelo-
grammgleichung

(P) IF+gll* +1f = all* = 20IF11* +2[lglI*,

wie man leicht nachrechnet.
(f) Versieht man E mit der unter (d) definierten Norm, so ist wegen (CS)
das Skalarprodukt eine stetige Funktion von F x E nach K.

Definition 3.1.5. FEin Vektorraum mit Skalarprodukt heiffit Prahilbertraum.
Ist er unter der vom Skalarprodukt herriihrenden Norm wollstindig, heifit er
Hilbertraum.

Beispiele 3.1.6. (a) (? ist mit ({xn}|{yn}) = Ty ein Hilbertraum.

(b) L?([a,b]) ist mit (flg) : f f(@)g(x)dx ein Hilbertraum.
Satz 3.1.7 (Jordan-von Neumann). Sei (E, || ||) ein normierter Raum. Es gibt
genau dann ein Skalarprodukt ( | ) auf E mit ||z| = (z|x)Y/? fir x € E, wenn

die Norm || || die Parallelogrammgleichung erfillt.

Beweis. Wegen Bemerkung (e) oben ist nur noch die Implikation < zu zeigen.
Gelte also

(P) IF + gl + 11 = glI* = 2II1* + 2llg®

fiir alle f,g € E und sei (f|g) durch die Polarisationsformel 3.1.3 bzw. 3.1.4
definiert, woraus sich direkt Folgendes ergibt:
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(a) [[2]* = (z|z) (im Fall K = C wegen |1 +i| = [1 i), (z]ly) = (y|z)
bzw. (z|y) = (y|x) im reellen bzw. komplexen Fall, (0|y) = 0, (—z|y) = —(z|y),
(izly) = i(x]y) (falls K = C).

(b) Wir betrachten zunéchst den reellen Fall und zeigen Additivitit im ersten
Argument von (| ). Nach Definition von ( | ) (s. oben) gilt

A(zl2) + (yl2) = Il + 217 = llw — 21 + [ly + 2[1* = lly — =/
= llo+ 207 + llyll* = llo = 207 = lyll* + lly + 2I* + 2l* = lly = 2II* — =

y 1
= §(Ilm+y+ZIIQ+IIJffyHIIQf||af+ylel2fII:JEfnyII2
tlety+zlP+Il—a+y+zlP =z +y—2> | -z +y—z[°)

=lz4+y+z)® =z +y— 2> =4z +yl2).
(3.1.8)

(c) Aus der Additivitdt folgt sogleich (2z|z) = 2(z|z ) und per Induktion
(nz|z) = n(z|2) fir n € N, wegen (z]2) = (m- +xz|2) = m(£x|z) auch (Lz|z) =
L (2|2), somit auch (Az|z) = A(z|2) fiir positive A € Q, und wegen (a) fiir alle
A € Q. Da auf R die Abbildungen A — A(z|z) und A — (Az|z) beide stetig
sind und auf Q iibereinstimmen, stimmen sie ganz iiberein: A(z|z) = (Ax|z) fiir
A € R. GemiB(a) gilt auch (z|z) = ||z|> > 0 fiir  # 0 und (z|y) = (y|) fiir
x,y € F, d.h. (|) ist ein Skalarprodukt auf E mit (z|x)*/? = ||z|.

(d) Der Fall K = C. Das durch die Polarisationsformel 3.1.4 definierte (z|y)
trennt man in Real- und Imaginérteil. Die Abschnitte (b) und (c) gelten auch fiir
den Realteil, d.h. dieser ist im ersten Argument additiv und homogen fiir reelle
Skalare. Der entsprechende Beweis fiir den Imaginérteil ist identisch, nur steht
in den quadratischen Normausdriicken iz statt z. Somit ist insgesamt (z|y) im
ersten Argument additiv und homogen fiir reelle Skalare. Dies zusammen mit
(a) zeigt, daB ( | ) ein Skalarprodukt mit (z]|2)/2 = ||z]| ist. O

Korollar 3.1.9. Ein normierter Raum ist genau dann ein Praehilbertraum,
wenn jeder 2-dimensionale Unterraum ein Praehilbertraum ist.

3.2 Konvexitidt und Orthogonalitit

Definition 3.2.1. Ist E ein Vektorraum iber R oder C, so heif§t eine Teilmenge
K C FE konvex, wenn gilt: x,y € K,0<a<l=ar+(l-a)y € K.

Satz 3.2.2. Sei G ein Prd-Hilbertraum, K C G eine nichtleere vollstindige
konvexe Teilmenge. Dann ¢ibt es zu jedem x € G genau ein y € K mit

lz =yl = inf flz — 2]

Man bezeichnet dieses eindeutig bestimmte y als Projektion von x auf K und
schreibt y = Prx.
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n—,oo

Beweis. Sei {y,} eine Folge in K mit ||z — y,|| — inf.ex ||z — 2| = ¢. Wir
zeigen, dafl {y, } eine Cauchyfolge ist, unter Benutzung der Parallelogrammglei-
chung und der Tatsache, daf3 %(yn + ym) wegen der Konvexitit von K wieder
in K liegt. Mit 2z, = x — ¥y, erhalten wir aus der Parallelogrammgleichung
20 = 2| + llzn + 2m|* = 2[2n]? + 2||2m|* die Gleichung [ym — yn|* =
2z = yull* + 2/l — yml* = 12(z = 2(yn + ym))[|?. Da der letzte Term dieser
Gleichung < —4¢? ist und ||z —yn|| — c gilt, folgt ||ym —yn||*> — O fiir m,n — oo,
d.h. {y,} ist eine Cauchy-Folge. Da K vollstindig ist, konvergiert {y,} gegen
ein y € K. Es gilt (wegen der Stetigkeit der Norm) ||z — y|| = lim ||z — y,|| =
inf,ex |z — z||. Ist ¥ € K mit derselben Eigenschaft gegeben, so folgt aus
obigem, dafl (y,y’, v, ...) eine Cauchyfolge ist, also y = y’. O

Definition 3.2.3. Sei G ein Prdhilbertraum. Man nennt Elemente x und y
aus G orthogonal (z L y), wenn (z|y) =0 gilt. Teilmengen A, B, C G heiflen
orthogonal (A L B), wenn (alb) = 0 gilt fir allea € A, b € B. Ist A C G, so
heifit AL = {zx € G |x L A} das orthogonale Komplement von A.

Bemerkung 3.2.4. (a) Sind 21, ..., x, € G paarweise orthogonal, so gilt |1 +
etz ||? = |21 + .+ [|20]|? (“Satz des Pythagoras” ).
(b) AL ist stets ein abgeschlossener Teilraum von G.

Satz 3.2.5 (Orthogonale Zerlegung). Ist M ein vollstindiger Teilraum des
Prihilbertraumes G, so gilt G = M @ M.

Beweis. Sei x € G, y = Pyux (siehe Satz 3.2.2). Aus ||z — y|| < ||z — m]]
fiir alle m € M leitet man (r —y) L M her: Wiare m € M mit |m]| = 1
und (xz — ylm) = a # 0, so wire * — y — am orthogonal zu m, also nach
Pythagoras ||z —y — am|]® + |[[am||®? = ||z — y|?, d.h. fir m' = y+am e M
gillte ||z —m/|| < ||z —y||, was nicht sein kann. Somit ist  —y orthogonal zu M.
Alsogilt z =y + (x —y) € M+ M+ und somit G = M + M*. Ist x € MN M+
so gilt (z]x) = 0, also x = 0, folglich ist die Summe direkt: G = M & M+. O

Bemerkung und Definition 3.2.6. Fiir m* € M* liefert die soeben bewie-
sene Zerlegung m* = Pyym* + (mt — Pyym?t). Da ebenso m* = 0+ m= gilt,
folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung Pyym* = 0, also Py = 0 auf M*.
Auf M gilt Py; = idpy. Offenbar gilt Pyy € B(G) und ||Py|| = 1. Man nennt
Py die orthogonale Projektion auf M.

3.3 Orthonormalbasen

Orthonormalsysteme

Definition 3.3.1. Ist G ein Prahilbertraum, so heifst A C G ein orthonomales
System (ONS), wenn (a|b) = 041 gilt fiir alle a,b € A.

Bemerkung 3.3.2. (a) Ist A C G ein endliches ONS, so folgt aus 0 < ||z —

Yaea(zla)al? = [lz]? = en |(@la) P = oen l(zla) P+ 0e 4 |(2la)? = [|2]|* —
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> aca |(zla)|* die Besselsche Ungleichung:

Z |(z]a)]? < |jz||?* fiir alle 2z € G.
acA

Hieraus folgt, dafl bei beliebigem ONS A fiir jedes  hichstens abzihlbar viele
a € A mit (z|a) # 0 existieren. Die Besselsche Ungleichung gilt auch fiir un-
endliche ONS A, wenn wir die Summe links als Supremum iiber die endlichen
Teilsummen definieren oder, was dasselbe ist, als >~ |(z]a,)|* wobei a,, die
a € A mit (z|a) # 0 in irgendeiner Reihenfolge durchliuft.

(b) Fiir jedes endliche ONS A gilt

(a: - Z(x|a)a) 1A firalezeg.

a€A

Beweis. Fiir jedes b € A gilt

(= 3 (zla)alb) = (a]p) — (x[p)(b]p) = 0

acA
O

(c) Ist A = {aq,...,a,} ein endliches ONS und sind Ay, ..., A, € K so gilt fiir

jedes x € G
n n
lz =" Nl > [l = > («la)ai],
1 1

d.h. Y7 (z|a;)a; liefert die beste Approximation von z innerhalb von Lin.

Beweis. x—Y N\a; = [x=>_(z]a;)a;]— > (Ai—(2|a;))a;] und nach (b) oben sind
die beiden Terme in eckigen Klammern zueinander orthogonal. Mit “Pythago-
ras” (s.0.) erhalten wir |2 =" Nia;||? = ||z = 2 (z|ai)ail |+ Yo (i —(z]ai)a;i||? >
D CILALHE O

(d) Ist A ein ONS in G und {A\,} € (?(A), d.h. gilt A\, € K fiir jedes
a € A, \, # 0 fiir hochstens abzéhlbar viele a,(n € N) und Y07 | [A,,|* < oo,
so ist > o7 | Ag,an eine Cauchy-Reihe. Konvergiert diese Reihe, so konvergiert
auch jede Umordnung davon und hat denselben Grenzwert (folgt leicht aus der
Orthogonalitit der Reihenglieder). Man bezeichnet dann den Grenzwert mit
Y aca Aat. Ist z dieser Grenzwert, so gilt A\, = (2]a) fiir jedes a € A.

Orthonormalbasen

Satz 3.3.3. Sei G ein Prdhilbertraum, A ein ONS in G. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) A ist total in G, d.h. das lineare Erzeugnis von A ist dicht in G.

(i) x =3 calzla)a  fiir alle x € G.

(iii) (xly) = > ,calxla)(yla) fir alle z,y,€ G
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(w) [|)|* = Y cal(z|a)|? fir allex € G (Parsevalsche Gleichung).
Ist G wollstindig, so sind auch folgende (schwichere) Aussagen zu den vorigen
dquivalent:

(v)x L A= x=0.

(vi) A ist ein mazimales ONS in G

Beweis. (i) = (ii): Gelte (i) und sei z € G. Es gibt z,, € LinA mit z,, — . Ist
T, = 11211 )\fcn)aén) mit )\,(c") € K und aén) € A, so kénnen wir {a,(cn)|1 <k<
kn} C {a,(cnﬂ) |1 <k < kpqq} fiir alle n annehmen, denn eine Linearkombination
dndert sich nicht, wenn man weitere Vektoren mit dem Faktor Null hinzuaddiert.
Also lassen sich die z,, in der Form z,, = Z’;;l )\;")ak mit von n unabhéngigen
ar € A darstellen. Nach Bemerkung 3.3.2 (¢) gilt ||z — Zlf" (z|ag)ar|® < ||z —
T, |* = 0, woraus x = Y 7" (z|ay)ay, folgt.

(ii) = (iii): folgt aus der Tatsache, dal A ein ONS und das Skalarprodukt
stetig ist.

(iii) = (iv): ist klar.

(iv) = (i): folgt aus Bemerkung 3.3.2 (a): fiir endliches B C A gilt

lz = (zla)al]® = |l = Y |(z]a) .

acB a€B

Durchléuft {a,} diejenigen a € A mit (x]|a) # 0 und setzen wir B = {ay, ..., an},
so geht die rechte Seite obiger Gleichung nach Voraussetzung mit n — oo gegen
0, also auch die linke. Somit ist LinA dicht in G.

(v) & (vi): ist klar (da die Negationen beider Bedingungen dquivalent sind).

(i) = (v):z L A= 2 L x (wegen (i) und Stetigkeit des Skalarprodukts)
=z =0.

Sei G nun vollsténdig.

(v) = (i) (Beweis durch Kontraposition): Sei A nicht total, also M = LinA #
G. Nach dem Satz 3.2.5 gilt G = M @ M~*. Es gibt also ein z # 0 € M~+. Wegen
A C M folgt x L A, was die Negation von (v) ist. O

Definition 3.3.4. Ein ONS in einem Hilbertraum heiffit Orthonormalba-
sis(ONB), wenn es eine der dquivalenten Bedingungen (i) - (vi) des vorigen
Satzes erfiillt.

Bemerkung. Ist H ein Hilbertraum, A eine (ONB) in H, so folgt aus (iv) von
Satz 3.3.2, dafl die Abbildung = — {(z]a)}sca linear und isometrisch von H
nach ¢2(A) ist, wenn man in ¢?(A) die Norm analog wie in £2 = ¢?(N) definiert.
Aus Bemerkung 3.3.2 (d) folgt, dafl diese Abbildung surjektiv ist. Also gilt
H = (%(A) (isometrische Isomorphie).

Satz 3.3.5. Ist G ein Prdhilbertraum und sind A, B maximale ONS, so haben
A und B gleiche Michtigkeit.

Beweis. Ist A endlich, so gilt #B < #A (man benutzt, dal orthogonale Vek-
toren linear unabhiingig sind). Ist A unendlich, so betrachte man fiir x € A



3.4. OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN 41

die Menge B(z) = {y € B | (y|z) # 0}. Wegen der Besselschen Ungleichung
ist B(x) hochstens abzihlbar. Es gilt B = |J B(z), also #B < No-#A = #A
(da #A eine unendliche Kardinalzahl ist). Wir haben somit #B < #A gezeigt.
Vertauschung von A und B fiihrt zu #A < #B, also #A = #B. O

Definition 3.3.6. Die Hilbertdimension eines Prdhilbertraums G ist die
Kardinalzahl eines maximalen ONS in G.

Vorsicht: Im unendlich-dimensionalen Fall kann diese Dimension kleiner sein
als die Vektorraumdimension (Kardinalitéit einer Hamel-Basis), muss es aber
nicht. Vgl. 3.5.28.

Bemerkung.

(a) Ist B C G ein ONS, so gibt es nach dem Lemma von Zorn ein maximales
ONS A mit A D B. Insbesondere lasst sich jedes ONS im Hilbertraum zu einer
ONB ergénzen.

(b) Ist G ein separabler Préhilbertraum, so kann man sich ohne Benut-
zung des Zornschen Lemmas ein maximales ONS verschaffen, denn es gilt:
Ist {a,} eine Folge linear unabhingiger Vektoren in G, so gibt es eine or-
thonormale Folge {b,} mit Lin{ay,...,an} = Lin{by,...,b,} fir alle n € N,
wobei “Lin” das lineare Erzeugnis bedeutet. (Gram-Schmidtsches Orthonor-
malisierungsverfahren: Sei b, = Sind b4, ...,b, schon konstruiert, so sei

b
b1 = ant1 = 2oy (@nt1]bi)b; und byyq = Hb;L IH)

Ha [

Beispiel 3.3.7. In L?([0,1]) ist A= {e*™™!n € Z} eine ONB.

Beweis. Man verifiziert unmittelbar, dal A ein ONS ist. Daf§ A total in L?([0, 1])
ist, zeigt man mit dem Weierstraflschen Approximationssatz. O

Proposition 3.3.8 (Orthogonale Zerlegung). Ist M ein abgeschlossener Un-
terraum eines Hilbertraumes H, so gilt H = M @& M*.

Dies ist eine schwichere Fassung von 3.2.5.

Ein anderer Beweis: Sei B eine ONB von M, A eine ONB von H, die B
enthélt. Fir x € H gilt:

x = Z(x|a)a = Z(x|b)b—|— Z (z|a)a € M + M*.

a€A beB a€A\B

Korollar 3.3.9. Ist M ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H,
so gilt M = (M*+)+ = M++.

3.4 Operatoren auf Hilbertraumen

Darstellungssatz von Riesz

Satz 3.4.1 (Riesz I). Ist H ein Hilbertraum und f € H', so gibt es genau ein
x € H mit f(y) = (y|z) fir alle y € H. Die Zuordnung [ < x definiert einen
isometrischen Anti-Isomorphismus (antilinear und bijektiv) zwischen H' und H.
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Beweis. Jedes z € H definiert ein Funktional ¢, € H’ durch ¢.(z) = (z|z).
Wegen |(212)] < [l2lllz]l gitt llg.] < l121l, wegen |(2]2)] = I|z|? gilt [l Il = |12].
Somit ist die Abbildung @ : z — ¢, von H nach H’ isometrisch, aulerdem wegen
ap, = g, antilinear. Ein f € H’ ist durch seinen Kern (der Kodimension 1 hat)
und den Wert an einem beliebigen Punkt auflerhalb kerf eindeutig bestimmt.
Ist x € (kerf)* mit ||z|| = 1 und f(x) = a, so folgt wegen a = a(z|r) = (z|az),
daB f = @as, denn beide Funktionale haben gleichen Kern und gleichen Wert
bei x. Somit ist ® surjektiv, also ein isometrischer Antiisomorphismus von H
auf H'. O

Adjungierte Operatoren

Definition 3.4.2. Ist H ein Hilbertraum und T € B(H), so heifit ein Operator
T* € B(H) zu T adjungiert, wenn fir alle x,y € H gilt:

(Tzly) = («|T"y).

Ist T zu sich selbst adjungiert, so heiffit T selbstadjungiert oder auch hermi-
tesch.

Satz 3.4.3 (Riesz II). Sei H ein Hilbertraum dber K und ( , ) : HxH - K
linear im ersten, antilinear im zweiten Argument und auferdem stetig: |{x,y)| <
Cllz| ly|| fir alle x,y € H. Dann gibt es genau ein A € B(H) mit [|A| < C
und (x,y) = (z|Ay). Gilt (x,y) = (y,x), so ist A hermitesch: A = A*.

Beweis. Fiir festes y ist « — (x,y) aus H'. Es gibt nach dem vorigen Satz also
genau ein y’ =: Ay mit (x,y) = (x|Ay). Die Abbildung A : y — Ay ist linear
und [[Ayl| = supjp<q (@l Ay)| = supp<s (@, m)] < Cllyll, also 4] < C. Aus
(x,y) = (y,x) folgt (z|Ay) = (y|Azx) = (Az|y), also A = A*. O

Korollar 3.4.4. Zu jedem T € B(H) gibt es genau einen adjungierten Opera-
tor.

Beweis. Betrachte (x,y) = (Tz]y) und wende den letzten Satz an: es gibt genau
ein A € B(H) mit (Tz|y) = (x,y) = (z|Ay), also A =T*. O

Ubung. Fir R, S € B(H) gilt (S*)* =S, (RS)" = R*S*, (R+8)* = R* + 5%,
AS)* = AS* VA € K, ||S*]| = |ISII, IS*S|| = [|SS*|| = ||S||? sowie ker S* =
(SH)*, ker S = (S*H)*.

Neben den schon definierten selbstadjungierten Operatoren seien zwei weite-

re mit der Adjunktion * definierte Klassen von Operatoren im Hilbertraum
erwahnt:

Definition 3.4.5. FEin Operator T € B(H) heifit normal, wenn TT* = T*T
gilt. T heifst unitar, wenn TT* = T*T = idy gilt.

Offenbar sind hermitesche (= selbstadjungierte) Operatoren und unitire Ope-
ratoren normal.
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Satz von Lax-Milgram

Satz 3.4.6 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum dber K und (, ) : H X
H — K linear im ersten, antilinear im zweiten Argument. Es gebe Konstanten
C und C', so daf |(z,y)| < C|lz|| ||y|| und |(x,z)| > C'||z|]? fir alle z,y,€ H.
Dann ist der wie im letzten Satz (Riesz II) definierte Operator A invertierbar
(d.h. 3IA™Y € B(H) mit AA™' = A7 A = idy ) und es gilt ||[A7']| < 2.

Beweis. Sei A wie im Satz 3.4.3. Es gilt
O]l < Kz, 2)] = |(z|Az)| < ||| [|Az]),

also C'||z|| < ||Az||. Deshalb ist A ein bi-stetiger Isomorphismus von H auf AH.
Insbesondere ist AH abgeschlossen in H. Es gilt AH = H, denn aus x | AH
folgt insbesondere 0 = (z|Az) = (x,z) > C’'||z||?, also z = 0. Somit ist A
invertierbar, und wegen ||z|| < A ||Az| folgt |A7|| < 2 (setze z = A~'y). O

Eine Anwendung der Sitze von Riesz und Lax-Milgram.
Existenz schwacher Losungen fiir gewisse Differentialgleichungen.

Vorbereitung (Sobolevraum Hj auf [0,1]). Sei / = [0,1] und sei Hy der
Raum der f € C(J ) deren Ableitung f’ fast iiberall existiert und in L?(I)
liegt sowie f(z) = ) + fo f’ dt erfiillt. Anders gesagt: Sei Hi = {f €
C(I) | Ju € L*() mlt f( )+ Jy u(t)dt ¥V & € I}, wobei wir fiir u
dann f’ schreiben. Bezelchnet ( | ) das Skalarprodukt in L?(I), so wird durch
(flg)t = (flg)+(f'lg’) ein Skalarprodukt auf H2 definiert. Die zugehorige Norm
ist || £l = (IF13+If113)*/2, und H} ist damit, wie leicht zu sehen, vollstéindig,
also ein Hilbertraum. Der Unterraum Hi = {f € H1|f(0) = f(1) = 0} ist
abgeschlossen. Diesen Raum (Sobolevraum) werden wir benutzen. Problem-

stellung. Wir betrachten die Sturm-Liouville-Differentialgleichung Lu = f,
wo Lu = —(pu') + qu, p € C*(I),q € C(I). Das zugehorige Randwertpro-
blem lautet: bei gegebenem f € C(I) finde man u € C?(I) mit Lu = f
und «(0) = w(1) = 0. Damit u eine Losung ist, geniigt es (und ist notwen-
dig), daB fol vlu = fol of fiir alle v € CY(I) mit v(0) = v(1) = 0 gilt. Den
Raum dieser Funktionen nennen wir Cg (). Mit partieller Integration ergibt sich
fo vLu = fo ) +qu) = fol(v’WJrvqTL) =: (v,u). Eine Funktion u € Hj
heifit schwache Losung (da nur “schwach” differenzierbar), wenn (v,u) = [vf
fiir alle v € C§ gilt.

Satz 3.4.7. Seien p,q und (v,u) wie oben und Re p, Re ¢ > ¢ > 0 auf I. Dann
gilt:
Zu f € LY(I) gibt es genau eine schwache Lisung in H3}

Beweis. Fiir u,v € Hj gilt

(v, )|

IN

1 1
/ [o'pu| +/ logul < lIplloo 1V'll2 10112 + llgllollvll2llull2
0 0

max{||plloc, llalloc} - (1013 + I1013) 2 (1’13 + ull3)?
const|v|[3]|u]|-

IN
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AuBlerdem gilt
1
[(w, u)| > [Re(u, u)| Z/O (Ju'Pe + [ul?e) = e(||ull3)®.

Somit ist der Satz von Lax-Milgram anwendbar: (v,u) = (v|Au) mit einem
(eindeutig bestimmten) invertierbaren A € B(H).

Fiir f € LY(I) sei die Linearform F: H} — C definiert durch F(v) = fol vf.
Es gilt

[F)| < ol flln = ||f\|1sup|/ v (t)dt] < ([ fIllx l2llv'll2
zel 0
LAl llvl2,

also F' € (H})'. Nach dem Satz von Riesz gibt es genau ein w € H} mit F(v) =
(v|w)!. Ein v € H3 ist genau dann eine schwache Losung, wenn (v|Au) = (v|w)
fir alle v € C}(I) gilt. Dies ist gleichbedeutend mit Au = w, da, wie man
leicht sieht, C{(I) dicht in H3 ist. Somit ist u = A~1w die eindeutig bestimmte
schwache Loésung des Randwertproblems. O

IN

3.5 TUbungen, Beispiele, Ergiinzungen

ﬂbung 3.5.1. Man zeige: Ist G ein Prdhilbertraum, so ist seine Vervollstindi-
gung G ein Hilbertraum.

Ubung 3.5.2. Man zeige: Sind F und G Prihilbertriume, so ist eine lineare
Abbildung T : F — G genau dann isometrisch, wenn sie das Skalarprodukt

erhdlt: (T f1|Tf2) = (f1|f2) fir alle f1, fo € F.

Ubung 3.5.3. Man zeige: Ein Hilbertraum ist genau dann separabel, wenn seine
Dimension, d.h. die Kardinalzahl einer Orthonormalbasis endlich oder abzdihlbar
unendlich ist.

Ubung 3.5.4. Beim Satz von Hahn-Banach und beim Satz von der Eristenz ei-
ner Orthonormalbasis im Hilbertraum haben wir das Zornsche Lemma, also das
Auswahlaziom, benutzt. Man zeige: Wenn man sich auf separable Rdume be-
schrinkt, lassen sich die eben erwdhnten Sdtze auch ohne das Zornsche Lemma
beweisen.

Ubung 3.5.5. Man zeige: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Korollar 3.5.6. Jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum hat eine schwach
konvergente Teilfolge (siehe Satz 2.8.15).

Ubung 3.5.7. Sei H ein komplexer Hilbertraum. Man zeige, daf es auf H eine
Konjugation gibt, d.h. eine antilineare isometrische Abbildung j von H in sich
mit j2 = idH.
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Ubung 3.5.8. Seien F und G Prihilbertriume und T : F — G antilinear und
isometrisch. Man zeige, daff fir alle u,v € F die Gleichung (Tu|Tv) = (v|u)
gilt.

Ubung 3.5.9. Man zeige durch ein Beispiel, daf ein mazimales Orthonormal-
system in einem Prdihilbertraum nicht notwendig total ist. (Hinweis: Ausgehend
von einem Hilbertraum samt Orthonormalbasis betrachte man den Kern eines
geeigneten unstetigen linearen Funktionals).

Ubung 3.5.10. Sei S ein ONS in einem Hilbertraum H. Fir x € H seien
in der Reihe ) .g(xle)e nur die Terme # 0 notiert (wegen der Besselschen
Ungleichung héchstens abzihlbar viele). Man zeige:

(a) Die Reihe konvergiert unbedingt, d.h. auch jede Umordnung konvergiert,
mit gleichem Grenzwert.

(b) Die Abbildung P : x — ) g(x|e)e ist die orthogonale Projektion auf
LinS.

Ubung 3.5.11. Man zeige: Ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum H ist
genau dann separabel, wenn H = (?(= (*(N)) gilt (isometrische Isomorphie).

Ubung 3.5.12. Man zeige den Satz von Fischer-Riesz: L?(0,1) = (% (isome-
trische Isomorphie).

Ubung 3.5.13. Fiir eine Funktion f € L*([0,1]) und n € Z ist

1
foo = [ s(e>mar
0
ihr n-ter Fourierkoeffizient. Man zeige, dafl die Fouriertransformation

g : f = {f(n)}nEZ
ein isometrischer Isomorphismus von L?([0,1]) auf ¢*(Z) ist.

Ubung 3.5.14. Man zeige: Eine Folge {zn} im Praehilbertraum G konvergiert
genau dann gegen x € G, wenn ||x,| — ||z| und z, = z gilt, wobei z,, = x
schwache Konvergenz, also (x,|y) — (zly) Yy € G bedeutet.

Ubung 3.5.15. Man zeige, dafs fir eine Reihe > &, mit paarweise orthogona-
len x,, in einem Hilbertraum Folgendes gilt:
Mz, konvergiert < 3 ||z, < 0o & Yz, konvergiert schwach.

Ubung 3.5.16. Sei H ein Hilbertraum und T € B(H). Man zeige: |T|| = || T*||
und || TT*[| = |T*T| = || T|]>.

Ubung 3.5.17. T € B(H) heifit normal, wenn T*T = TT* gilt. Man zeige:
T ist normal < ||Tz|| = | T*z|| Vo € H. Insbesondere gilt ker T = ker T™, also
auch ker T = (TH)* .

Ubung 3.5.18. Man zeige: Ist T normal, so gilt |T™|| = |T||™ fiir alle n € N.
(Hinweis: erst fir n = 2 zeigen).
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Ubung 3.5.19. Man gebe ein Beispiel eines T € B(H), fiir welches die Be-
hauptungen von 3.5.17 und 3.5.18 nicht zutreffen.

Ubung 3.5.20. Sei M ein linearer Teilraum des Hilbertraums H. Ist T € B(H)
mit TM C M, so gilt T*M*+ C M~*.

Ubung 3.5.21. (Charakterisierung orthogonaler Projektionen) Sei M ein ab-
geschlossener Teilraum im Hilbertraum H und Py € B(H) die orthogonale
Projektion auf M. Man zeige:

(a) P, = Py = Pyy.

(b) Ist P € B(H) mit P2 = P = P*, so ist P eine orthogonale Projektion,
ndmlich P = Py, wo N = PH.
Wegen 3.5.17 geniigt es bei (b) statt P = P* lediglich P normal anzunehmen.

Satz 3.5.22. Ist P € B(H) eine Projektion (d.h. P2 = P) mit |P|| < 1, so ist
P eine orthogonale Projektion, also P = Ppyy.

Beweis. (a) Wegen © = Px+ (I — P)xVz € H gilt H=M + N, wo M = PH,
N=({I—-P)H,undy := Pxr—x € N Vo € H. Fiir v € N* gilt somit Px = y+z
mit (y|z) = 0. Es folgt ||yl + ||z||* = |[|[Pz|* < ||z||?, also y = 0 und Pz = x
fir x € N*, dh. Nt c M.

(b) Sei nun m € M, also Pm = m wegen P> = P. Da H = N + N+
(denn N ist abgeschlossen in H wegen der Stetigkeit der Projektion I — P) gilt
m=mn+nt mitn € N, nt € N*, alsom = Pm =0+ Pnt =nt € N* (da
nach (a) N+ C M und P|y = idys). Somit gilt M C N1, also M = Nt und
N =N+t =M+ dh P=Py. O

Ubung 3.5.23. Seien U,V abgeschlossene Teilriume eines Hilbertraumes H.
Man zeige: U CV < Py = PyPy = Py Py.

Ubung 3.5.24. Die Adjungierte eines Operators S € B(H) lisst sich allge-
meiner fir Operatoren S € B(H,K) zwischen zwei Hilbertriume H und K,
ebenfalls mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes, definieren.

Man zeige:

(a) Wie im Fall H = K ist die Abbildung S — S* isometrisch und antilinear
(d.h.: (AS + R)* = AS* + R*), nun aber von B(H,K) nach B(K,H), mit
1S]12 = ||S*S|| = [|SS*|| S** =S, und ker S* = (SH)*, ker S = (S*H)*. Fiir
SeB(H,K),Re B(K,L) gilt (RS)* = S*R*.

(b) Sind ji1, jo die kanonischen antilinearen isometrischen Isomorphismen
von H auf H' bzw. von K auf K', so gilt S* = j;*S'ja, wobei S' der im Sinne
von Kapitel 2 adjungierte Operator von S ist.

Ubung 3.5.25. Fiir T € B(H) zeige man:
(a) Im Fall K = C gilt

(Tzlz) eRVz e H & T =T1".

(b) Im Fall K =R gilt das nicht (Gegenbeispiel).



3.5. UBUNGEN, BEISPIELE, ERGANZUNGEN 47

Ubung 3.5.26. Fir T € B(H) zeige man:
(a) Im Fall K = C gilt

(Tz|lz) =0Yz e H=T=0.

(b) Im Fall K =R gilt das nicht (Gegenbeispiel). Fiigt man aber die Voraus-
setzung T = T* hinzu, so gilt die in (a) genannte Implikation ebenfalls.

Ubung 3.5.27. Man zeige, daf fir T € B(H) Folgendes dquivalent ist:
(a) T ist unitir, d.h. T*T =TT* =1 =1dg.
(b) T ist surjektiv und ||Tz|| = ||z| Vo € H,
(c) T ist surjektiv und (Tx|Ty) = (z|y) Vz,y € H.

Ubung 3.5.28. Sei H ein Hilbertraum, Dim H seine Hilbertdimension, also
die Kardinalitit einer Orthonormalbasis von H, dim H seine Vektorraumdi-
mension, also die Kardinalitit einer Hamel-Basis von H.

Man zeige:

(a) Ist Dim H = Ny, also H separabel, so gilt ¥y < dim H < ¢, also Dim
H < dim H. (Hinweis: Kardinalitat von H abschitzen.)

(b) Ist Dim H = ¢, so gilt auch dim H = c.






Kapitel 4

Spektraltheorie

4.1 Grundbegriffe

Sei A eine Algebra, iiber K d.h. ein Vektorraum {iber K mit einer Abbildung
(”Multiplikation”) (a, b) — ab von A x A nach A, die bilinear ist und das Asso-
ziativitdtsgesetz (ab)c = a(be) erfiillt. Ein Element e € A heifit Eins oder Eins-
Element der Algebra A, wenn ea = ae = a fiir alle a € A gilt. Das Eins-Element
(sofern es existiert) ist eindeutig bestimmt. Im Folgenden sei vorausgesetzt, dafl
A eine Eins besitzt. Ist a € A, so heifit b Inverses zu a, wenn ba = ab = e gilt.
Das Inverse zu a (sofern es exisitiert) ist eindeutig bestimmt und wird mit a~*
bezeichnet. Ist © € K und e die Eins von A, so schreiben wir fiir pe auch kurz
73
Das Spektrum eines Elements einer Algebra

Definition 4.1.1. Sei a € A. Die Menge

pla) = {\ € K| (\— a) 'evistiert}

heifit die Resolventenmenge von a, ihr Komplement
o(a) =K \ p(a)

heifit das Spektrum von «
Bemerkung. Resolventenmenge und Spektrum héngen von der zugrundege-
legeten Algebra A ab.

Beispiel 4.1.2. Sei A die Algebra der Polynome auf dem Intervall [0,1], B
die Algebra der stetigen Funktionen auf [0,1], beide mit punktweise definierten
Operationen, und sei a die Funktion a(x) = x. Es gilt a € A C B. Das Spektrum
von a in A ist ganz K, da das Polynom f(x) = A—x fiir kein X in A invertierbar
ist. Dagegen ist das Spektrum von a in B gerade [0, 1], denn als stetige Funktion

49
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lasst sich f(z) = X — x genau dann invertieren, wenn f dberall auf [0,1] von
Null verschieden ist, d.h. wenn X & [0, 1] ist.

Das Spektrum eines Operators
Ist E ein normierter Raum und A die Algebra B(E) mit der Eins e = Idg,
so unterteilt man das Spektrum von T' € B(FE) wie folgt:

op(T) :={A € K| esgibt £ #0 € E mit (A—T)x =0}

heifit das Punktspektrum von T,

oo(T):={X€o(T)| (A=T) ist injektiv, (A —T)E = E}

heiBt das kontinuierliche Spektrum von 7' (die Einschréinkung A € o(T)
bei der Definition von o.(T) ist notig, weil sonst p(T') in o.(T") enthalten wire);

or(T) := o (T) \ (0p(T) U0 (T))
={A e K| (A—T) ist injektiv, (A — T)E ist nicht dicht in E'}

heifit das Restspektrum oder Residualspektrum von 7. Offenbar ist
o(T) disjunkte Vereinigung von ¢,(T), o.(T) und o,(T).
Man definitert auflerdem ein approximatives Punktspektrum

oo T :={X €K |Ve> 03z mit ||z|]| =1 und ||(A — T)z| < €}

Es gilt 0,(T) C o(T), denn ist S € B(FE) invertierbar in B(E), so folgt aus
der Stetigkeit von S~! die Existenz einer Konstanten C' > 0 mit ||Sz| > C||z,
insbesondere || Sz|| > ¢ fiir alle  mit ||z|| = 1; Anwendung auf S = XA — T zeigt
also, dass A — T fiir A € 0,(T) nicht invertierbar ist und somit o,(7T) C o(T)
gilt.

Die Algebra B(FE) ist mit der Operatornorm ein normierter Raum und es gilt
TS| < IT) IS]l, d-h. B(E) ist eine normierte Algebra. Ist E ein Banach-
raum, so ist B(F) eine Banachalgebra, d.h. eine normierte Algebra, die (als
normierter Raum) vollstandig ist. Fiir die Eins e = Idg von B(E) gilt ||e| = 1.
Invertierbare Elemente

Im Folgenden sei A eine Banachalgebra mit Eins.

Proposition 4.1.3 (geometrische oder Neumannsche Reihe). . Ist a € A mit
llal| < 1, so ist e — a in A invertrierbar und es gilt

(e—a) ™t = Z a” (wobei a° = e = Eins von A)
n=0

Beweis. Wegen ||al| < 1 konvergiert die Reihe Y, a™ absolut, und es gilt
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D ST S P,
n=0 n=0 n=1
ebenso (3°;" a™)(e — a) = 1. Also existiert (e —a)~! und ist gleich Y ;" a". O

Satz 4.1.4. Seia € A invertierbar, b € A mit |la —b|| < ||a=}||7t. Dann ist b
invertierbar und b= = > “la”(a — b)]"a~t, wobei die Reihe absolut konver-
giert.

Beweis. Es ist
b=a—(a—b)=ale—a (a—b))

Da [[a=t(a —b)|| < |la7!| |la — b]| < 1, ist nach Proposition oben

oo

(e—ata—0b)"t= Z(afl(a —b)]", also
n=0
bl = Z[a_l(a b)"a
0

O

Korollar 4.1.5. (a) Die Menge Inv(A) der invertierbaren Elemente von A ist
offen.

(b) Die Abbildung a — a~1 von Inv(A) auf sich ist stetig.
(c) p(a) ist offen (fir jedes a € A).

(d) Die Resolvente Ry (a) := (XA —a)~! ist als Funktion von X in p(a) analy-
tisch (d.h. sie lisst sich lokal als absolut konvergente Potenzreihe Y by (A—
Ao)™ mit by, € A darstellen).

(e) Fir [\ > |lal| gilt A € p(a) und |[Rx(a)ll < xryar-

(f) o(a) ist kompakt.
Beweis. (a) ist wegen Satz 4.1.4 klar.

(b) Es gilt

o0

bt—a = Z[a_l(a —b)]"a"t,

1
so daf}

o=t —a= <D (la™ [ lla = bl)™la™|
1

gegen Null geht, wenn ||a — b|| gegen Null geht.
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(c) Ist A € p(a) und K, (XA — a) eine Kugel um A — a, die noch ganz in Inv(A)
liegt (was nach (a) fiir geniigend kleines r der Fall ist), so gilt fiir p € K
mit |\ — pf < g2 wegen |\ — a) — (11— a)|| = |\ — sl [le]] < 7, dass — a
invertierbar ist, u also zu p(a) gehort.

(d) Sei \g € p(a). Nach Satz 4.1.4 gilt fiir A mit A — Xo| < [|(Ao —a) || 7%

o0

Rala) =Y Ry (a) (Ao — A)™

n=0

Diese Reihe ist wegen ||RZ:'1((1)()\0 =)™ < Rag (@) 1Rxg (@)™~ | Ao = A"
fiir die angegebenen A\ absolut konvergent.

(e) Full" |)\C|>O> la]| gilt A —a = Ae — %) und [[4]] < 1, also (A —a)™! =
AT ()T
O

Proposition 4.1.6. Sei B eine Banachalgebra mit Eins und A eine abgeschlos-
sene Unteralgebra von B, welche die Fins von B enthdlt. Fir b € A gilt

(1) op(b) Coa(b)
(i) Ooa(b) C dop(b).
Beweis. (i) ist wegen A C B klar.

(ii) Sei A € Aop(b). Ist A € Do a(D), so gibt es A, € pa(b) C pp(b) mit A, — A.
Wegen A\ € 9op(b) muss A in pp(b) liegen. Da die Inversion stetig ist, ist
also

C =sup||(A, —b) B < 0.
Es gilt
A=b=A= A+ X —b= (A = D)[(A=An)(An — )" +e)]

und fiir (A — A, | < o5

1
1A =X 0 =07 la = [A=A) A =0) M5 < 55 - C < 1.
Also ist e+ (A—\,,) (A, —b) ! nach Proposition 4.1.3 in A invertierbar und,
wegen A, € pa(b), auch A —b. Somit A ¢ g4(b) D do4(b), was A € Do 4(b)
widerspricht.
O
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4.2 Der Spektralradius

Im Folgenden sei wieder A eine Banachalgebra mit Eins und es gelte ||a| = 1. In
diesem Abschnitt fithren wir das Konzept des Spektralradius ein und beweisen
zwei wichtige Sétze, den Satz von Gelfand und den Satz von Gelfand-Mazur.

Definition 4.2.1. Fiir a € A heifit

. 1
r(a) := lim_[la"(|

der Spektralradius von a.

Bemerkung. Der Spektralradius r(a) ist wohldefiniert, d.h. der Grenzwert

r(a) = limy, 0 [la™||* existiert.

Beweis. Wir zeigen nun, dass lim,, s ||a”H% existiert. Ist k£ € N, so ldsst sich
jedes n € N in der Form n = p,k + ¢, mit 0 < ¢, < k schreiben. Wegen
I — 0,02 — % erhalten wir

Pn

la™ |7 < [JaP* |7 la% |7 < ||a* |5 o] * =37 |laF||E.
Also gilt ) )
limsup [|a"|| 7 < [|a¥||%
n—oo
fiir jedes £ € N und somit

lim sup ||a”H% < liminf ||a® | % .
n—oo k—ro0
Hieraus folgt die Existenz von lim, o [|a™ |7 . O

Charakterisierung des Spektralradius

Satz 4.2.2 (Gelfand). Sei A eine kompleze Banachalgebra mit Fins, und sei
a € A. Dann ist o(a) nicht leer und es gilt

r(a) = sup{ || | A € o(a) } =: rs(a).

Beweis. (i) Seio(a) = (. Dann ist R (a) und damit auch A —< Ry(a), f >=
foRx(a) (wobei f € A’ beliebig) nach Korollar 4.1.5 (d) oben analytisch
auf ganz C und ausserdem wegen 4.1.5 (e) beschrinkt. Nach dem Satz
von Liouville ist f o Rx(a) konstant, also wegen (e) gleich Null. Nach
dem Satz von Hahn-Banach muss dann Ry (a) null sein. Das liefert 0 =
Ra(a)(A —a) =1, ein Widerspruch. Also ist o(a) nicht leer.

(il) Wir zeigen ry(a) < r(a). Sei [A| > r(a). Fir s,¢t mit |A\| > s>t > r(a) =
lim,, o0 ||a™||* gibt es ein ng € N mit

1
llan]™ <t
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fiir n > ngy . Die Reihe > °($) ist also wegen || (£)"]| = P\I" Z (fiir
n >ng ) und £ < 1 absolut konvergent. Wie in Korollar 4.1.5 ( ) oben
folgt A € p(a) (sowie Ry(a) = Yo" A" ta™ ), also A € o(a). Somit gilt
[A| < r(a) fiir alle A € o(a). Die Reihe fiir Ry (a) konvergiert iibrigens fiir
[A| > s > r(a) gleichméfBig und absolut.

(iii) Wir zeigen r,(a) > r(a). Wegen der in (ii) gewonnenen Darstellung von
Ra(a) fiir [A| > r(a) und 5= 5§\>\|:s A\ = 6_1, fiir n € Z (gewdhnliches
komplexes Integral, elementar auszurechnen) erhalten wir fiir s > r(a) und
keN:

1

k k—n—1 a”
— ATRA( A )dA =
211 [A=s )\ 27TZ ‘74/\_5 Z a

Da die Resolvente nach (ii) sogar fiir alle A mit |A\| > 7,(a) existiert und,
wie wir wissen, iiberall, wo sie definiert ist, auch analytisch ist, gilt die
soeben bewiesene Gleichung auch fiir beliebiges s > ry(a): Ist ' > s >
ro(a), so ergibt sich

1 1
MRy (a)dN =

— MRy (a)d)
2mi [A|=s 27T’L [A|=s’

nach dem Cauchyschen Integralsatz, da der Integrand im Gebiet zwischen
den beiden Integrationswegen holomorph ist. (Genauer: Wendet man ein
beliebiges f € A’ auf die A-wertigen Integrale an, erhilt man mit dem
Cauchyschen Integralsatz Gleichheit der nun komplexwertigen Integrale.
Und schliefit nun mit Hahn-Banach auf die Gleichheit der A-wertigen Inte-
grale.) Also gilt die obige Gleichung fiir beliebiges s > r,(a). Wir schiitzen
ab:

1
la®| < ﬁsk : |iup [Ra(a)|| - 27s = const s* 1.
=s

Hieraus folgt [|a¥||* < const# - s1% — s, also
r(a) = lim |ja||* < s.
k—o0

Da dies fiir alle s > r,(a) richtig ist, erhalten wir r(a) < r,(a).
O

Dieser Satz, der fiir nicht vollstindige normierte Algebren falsch ist, illus-
triert, welche erstaunlichen Konsequenzen Vollsténdigkeit haben kann. Grob ge-
sprochen ist die linke Seite der in Satz 4.2.2 behaupteten Gleichung topologisch
definiert, die rechte algebraisch.

Korollar 4.2.3. In einer komplexen, normierten Algebra mit Eins hat jedes
Element nichtleeres Spektrum.

Beweis. Ist A eine normierte Algebra so ist die Vervollstandigung A eine Bana-
chalgebra. Fiir a € A gilt: 04(a) D 04(a) # 0 (nach Satz 4.2.2). O
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Satz von Gelfand-Mazur

Definition 4.2.4. Seien A, B Algebren iber K. Eine Abbildung f : A — B
heifit (Algebren-) Homomorphismus von a nach B, wenn f linear ist und
F(ab) = f(a)f(b) gilt. Ist f auflerdem bijektiv, so heifst f (Algebren-) Isomor-
phismus und A und B heiflen zueinender isomorph.

Satz 4.2.5 (Gelfand- Mazur). Sei A eine komplexe normierte Divisionsal-
gebra, d.h. eine normierte Algebra iiber C, in der jedes von Null verschiedene
Element invertierbar ist. Dann ist A bistetig isomorph zu C.

Beweis. Sei a € A. Nach Korollar 4.2.3 ist o(a) nicht leer. Sei A € o(a), also
A — a nicht invertierbar. Nach Voraussetzung muss dann A — a = 0 sein, also
a = A-e (wo e die Eins der Algebra ist). Die Abbildung A — A-e ist offenbar ein
injektiver Algebrenhomorphismus von C nach A, und die Uberlegung zu Beginn
zeigt die Surjektivitit. Es gilt || A-e|| = |A| - ||e||, also ist die Abbildung bistetig,
im Fall |le|| = 1 isometrisch, womit die Behauptung bewiesen ist. O

4.3 Gelfandsche Darstellungstheorie

Sei A eine Algebra mit Eins.

Definition 4.3.1. FEin Ideal von A ist ein linearer Teilraum I mit der Eigen-
schaft al C I und Ib C I fiir allle a,b € A. Das Ideal I heif$t maximal, wenn
gilt: Ist J ein Ideal mit I C J , so folgt J = I oder J = A. Ein Ideal I heifit
echt, wenn I # A gilt.

Bemerkung.

(i) Ist I ein Ideal in A, so ist der Faktorraum A/I := {a + I|a € A} mit
den Definitionen Ma + I) := XAa+ I, (a+ 1)+ (b+ 1) :== (a+b) + I,
(a+1I)-(b+1I):=ab+ I eine Algebra. Die Abbildung a — a + I ist ein
Algebrenhomomorphismus von A auf A/I, bei dem die Eins von A auf die
Eins von A/I tibergeht. Ist I ein maximales Ideal in A, so besitzt A/
keine Ideale ausser 0 und A/I. Wenn zusétzlich A/ kommutativ ist, ist
dies gleichbedeutend damit, dass jedes von Null verschiedene Element in
A/I ein Inverses besitzt.

(ii) Ist A eine Banachalgebra und I ein abgeschlossenes Ideal von A, so ist A/T
mit der Quotientennorm ||a+1||p = inf;cy ||a+i|| eine Banachalgebra, denn
wie wir schon wissen, ist A/l ein Banachraum, und aus

(a+d)(b+ D) < [la+ll[[b+ j]
folgt fiir i,j € I

lab+ Illo = [[(a+4)(b+7) + Illo < [[(a+ )b+ )] < lla+llllb+ ],
also auch

llab+ Illo < inf ||a + il inf [[b+ j]| = [ + TK[lo[|b + Ilo-
el jel
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Das Spektrum einer Banachalgebra

Definition 4.3.2. Ist A eine komplexe Banachalgebra mit Fins e, so heifst
X(A):={p: A—C|pe) =1,¢ Algebrenhomomorphismus}

das Spektrum (auch: Gelfandraum) von A. Fir x € A und ¢ € X(A) setze
Z(p) := p(x). Die Abbildung x — & heifit Gelfandtransformation.

Fiir die Elemente von X (A), multiplikative lineare Funktionale, wird keine
Stetigkeit vorausgesetzt. Der folgende Satz zeigt unter anderem, daf} sie stetig
sind und Norm < 1 haben.

Satz 4.3.3 (Gelfandscher Darstellungssatz). Sei A eine kommutative Bana-
chalgebra mit Eins. Im folgenden sei X(A) stets mit der schwach* -Topologie
versehen. Dann gilt:

(a) X(A) C A} (Finheitskugel des Dualraumes von A) und X (A) ist schwach*
kompakt.

(b) Die Gelfandtransformation x — I ist ein Algebrenhomorphismus von A
nach C(X(A)) (Algebra der stetigen Funktionen auf X(A)).

(¢) Firxze A gilt
o(z) ={ex) [y e X(A)},

also

[Z]loc = sup |Z(p)| = sup [A]=r(x) <[z,
peX(A) A€o (z)

(d) A={i|x e A} trennt Punkte von X(A), d.h. zu ¢ # ¢ € X(A)gibt es
a € A mit a(p) # a(1).

(e) Wird A von einem Element f und dem FEinselement e erzeugt, d.h. ist die
kleinste abgeschlossene Unteralgebra, die f und e enthdlt, gleich A selbst, so
ist o(f) als Teilmenge von C zu X(A) homdomorph durch die Zuordnung
o(f) < ¢ . Identifiziert man X (A) mit o(f) vermdége dieser Homomorphie,
so fiihrt die Abbildung a — a das Element [ in die identische Abbildung von
o(f) und das Element e in die konstante Funktion 1 auf o(f) dber.

Beweis. (a) Fir z € Aund ¢ € X(A) gilt

plp(z) - e —x) = p(z)p(e) — p(z) = 0.
Deshalb ist ¢(x) — 2 nicht invertierbar (denn fiir jedes invertierbare a € A
gilt
p(a)p(a™) = ple) =1,

also p(a) # 0) und somit p(z) € o(x). Hieraus folgt |p(x)| < ||z||, also ist
¢ beschrinkt und hat Norm < 1.
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(b)
()

Ist {¢,} ein Netz in X(A), das schwach* gegen ¢ € A} konvergiert, so gilt

p(ab) = lim @, (ab) = lim(p,(a)p, (b)) = lim @, (a) - lim g, (b) = (a)e(b)

und
p(e) =limyp,(e) =1,

also ist X (A) in A} schwach*-abgeschlossen, und somit, (da A} schwach*-
kompakt ist) auch schwach* -kompakt.

folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Wie schon unter (a) gezeigt, gilt {p(z) | ¢ € X(4)} C o(x). Sei nun
A € o(z). Dann ist A — z nicht invertierbar, also I = A(A — z) ein echtes
Ideal von A. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein echtes maximales Ideal
M>DI.

Da jedes a € A mit |la — e|]| < 1 invertierbar ist (siche geometrische
Reihe4.1.3), also in keinem echten Ideal liegen kann, ist M und damit auch
M im Komplement der offenen Menge K (e) enthalten. Da M maximal und
M # Aist, folgt M = M .

Nach der Bemerkung 4.3.1 ist dann A/M eine Banach-Divisionsalgebra,
d.h. eine Banachalgebra (da M abgeschlossen), in der jedes von Null ver-
schiedene Element invertierbar ist (da M maximal, A/M kommutativ).

Nach dem Satz von Gelfand-Mazur 4.2.5 gibt es einen isometrischen Isomor-
phismus j von A/M auf C. Sei p die kanonische Projektion a — a4+ M von
A auf A/M . Dann ist ¢ = j o p ein Algebrenhomorphismus von A nach C
mit¢(e) =1.Dail—x el CM,gilt y(A—z) € p(M) = jop(M) =0, also
P(x) = P(A) = Ap(e) = A. Damit ist auch die Inklusion o(z) C {p(z) | ¢ €
X (A))} gezeigt, also die Gleichheit dieser Mengen. Der Rest von (c) folgt
hieraus unmittelbar.

Gilt p(a) = ¢(a) fiir alle a € A, so ist ¢ = 1.

Nach (c) ist die Abbildung ¢ — ¢(f) von X(A) nach o(f) surjektiv, und
sie ist offensichtlich stetig (nach Definition der schwach*-Topologie). Wir
zeigen die Injektivitéit. Sei ¢(f) = ¥(f). Dann gilt auch fiir alle Polynome

P(f)=anf"+ ...+ a1 f +ao-e (wobeia; € C):

e(P(f)) = v(P(f))-

Aus Stetigkeitsgriinden miissen ¢ und 1 auf dem Abschluss der Menge
{P(f) | P ein Polynom} iibereinstimmen (das ist aber die kleinste abge-
schlossene Unteralgebra, die f und e enthilt), also nach Voraussetzung auf
ganz A gleich sein, d.h. es muss ¢ = 1 gelten. Damit ist die Injektivitdt von
@ — @(f) gezeigt. Als stetige bijektive Abbildung zwischen zwei kompakten
Hausdorffrdumen muss nun ¢ — ¢(f) ein Homomorphismus sein. Identifi-
zieren wir durch diese Abbildung X (A) mit o(f), so nimmt f in ¢(f) (was
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© € X(A) entspricht) den Wert f(p) = ¢(f) an, d.h. f ist die Identitit auf
o(f). Dass € gerade die konstante Funktion 1 ist, ist klar, denn ¢(el) =1
fiir alle p € X(A).
O
C*-Algebren

Definition 4.3.4. Sei A eine komplexe Algebra. Fine Involution ist eine Ab-
bildung a — a* von A nach A mit den FEigenschaften

(i) (\a)* = Aa*
(ii) (a+b)* = a* +b*
(iii) (ab)* = b*a*
(iv) (a*)* = a.

Eine Algebra mit Involution heifst *-Algebra oder involutive Algebra, im
Fall einer Banachalgebra auch Banach-*-Algebra.

Bemerkung. Aus (iv) folgt, dafl jede Involution bijektiv ist. Besitzt A eine
FEinse, so gilt e* = e, da die Eins einer Algebra eindeutig bestimmt ist.

Beispiele 4.3.5. (a) A = C([0,1]) mit Involution f — f (Komplezkonjugati-
on).

(b) A= B(H), wo H ein Hilbertraum, mit der Involution T +— T*, die jedem
Operator seinen adjungierten Operator zuordnet.

In beiden Beispielen gilt iibrigens
lla*a|| = ||a||? fiir alle z € A.

Definition 4.3.6. Eine Banachalgebra mit einer Involution, die ||a*a|| = ||a||?
erfillt, heifst C*-Algebra.

Satz 4.3.7. Sei A eine C*-Algebra ( bei (i) und (iv) mit Eins e) und sei a € A.
Es gelten:

(i) llel =1

(ii) lla™|| = [lal
(iti) Ist a mormal (d.h. a*a = aa*), so gilt ||a2k|| = Ha||2k7 fir k € N, folglich
auch r(a) = ||al|.

(iv) Ist a selbstadjungiert (d.h. a* = a), so gilt o(a) C R. (Elemente mit a* = a
werden auch hermitesch genannt.)

(v) Fiir p € X(A) gilt (a*) = p(a).
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Beweis. (i) |le||* = |le*e| = |le|| # 0, also |le|| = 1. (Der Trivialfall A = {0}
sei ausgeschlossen)

(ii) |la||® = |la*a| < ||ax|||la]|, also ||a|| < ||a*||, folglich auch (ersetze a durch
a®) fla*|| < lla**|| = [la]|. Somit gilt [lal| = |la||-

(iii) sei @ normal. Es gilt ||a?||?> = [|(a®)*(a?)| = ||(a*a)(a*a)| = |la*al® =
llal|4, also ||a®|| = ||a||?, d. h. die Behauptung trifft fiir £ = 1 zu. Anwen-
dung auf a2* (das auch normal ist) liefert ||(a2")?|| = ||a2"||2. Gilt die Be-
hauptung fiir k so ist [|a |2 = (||al/?")2, womit wir [[a2" || = [|a||>""" er-

halten, d. h. die Behauptung gilt auch fiir k+1. Es folgt r(a) = lim ||a”|| E o=
lim||a?" |7 = |a].

(iv) Sei @ = a* und A = a4+ if € o(a) mit o, € R. Fiir ¢ € R gilt dann
a+i(B+1t) = X+it € o(a+ it), folglich o + (8 + t)? = |a +i(8 +
2 < |la+it]]? = |[(a+it)*(a +it)|| = |la® + t2e| < [|a?|| + 2, also
a? + 2 + 26t < ||a?||. Da t € R beliebig war, folgt 3 =0, d. h. A € R.

(v) Fiir x = 2* € A gilt wegen p(z) € o(z) (4.3.3 (¢)) und (iv) ¢(z) € R.
Ein beliebiges a € A ldsst sich a = z + iy mit £ = z* und y = y*

ata*

schreiben (ndmlich z = 452, y = %) Folglich gilt p(a*) = p(z —1iy) =
p(a) —ip(y) = p(x) +ip(y) = p(a), fir jedes p(X).

O
Fiir spateren Gebrauch sei noch folgender Satz bereitgestellt.

Satz 4.3.8 (Vertauschungssatz). Sei A eine C*-Algebra, v,u € A mit zu = ux,
wobei x normal ist. Dann gilt auch x*u = ux*.

Beweis. (i) Fiir a € A sei

<1

expa := E —a”.
n!

0

Wie in der Analysis zeigt man expa + b = expa expb, falls ab = ba gilt,
und auflerdem (expa)* = expa®, da die Involution stetig ist. Fiir anti-
hermitesches h (d.h. h* = —h) gilt

exph(exph)* =exp(h—h) =eund (exph)* exph = e,

Also
(exph)* = (exph)~,

d.h. exp h ist unitdr und folglich

lexphll* = [[(exph)* exphll = [le]| = 1.

(ii) Nach Voraussetzung gilt ux = zu, also

(expz)u = uexpz oder u = (exp —x)uexp .
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Multiplikation von links und rechts mit exp * bzw. exp —z* liefert
(expz™)u(exp —z*) = exp (z* — x)uexp (—(z* — x)),
da z normal ist, ist exp (* — x) unitér, folglich
[[(exp 2™ )u(exp —2") || < [Jull.
Ersetzt man nun x durch Zx, wo z € C, so ist
f(z) = exp (zz™)uexp (—zx™)

eine ganze (A-wertige) Funktion, die durch |Ju|| auf ganz C beschrénkt ist.
Nach dem Satz von Liouville also konstant ist, f(z) = f(0) = u. Somit gilt

exp (zz™) u = u exp (zz™).

Schreibt man dies als Gleichung von Potenzreihen, subtrahiert wu, teilt
durch z und bildet den Limes fiir z — 0, so ergibt sich

z*u = uz®.

Satz von Gelfand-Naimark

Um den Satz von Gelfand-Naimark beweisen zu kénnen, benétigen wir noch den
Satz von Stone-Weierstraf.

Satz 4.3.9 (Satz von Stone-Weierstra$l). Sei X ein kompakter Raum. A C C(X)
eine Algebra mit folgenden FEigenschaften

(i) A ist invariant unter Komplexkonjugation, d.h. fir a € A ista € A.

(it) A trennt Punkte von X, d.h. zu x #y € X gibt es a € A mit a(z) # a(y).
(i1i) A verschwindet nirgends, d.h. zu x € X gibt es a € A mit a(z) # 0.
Dann ist A dicht in (C(X),| |loo)-

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dal B = {a € A];| @ = a} (=: RA) dicht in Cr(X)
ist. B ist eine Algebra reeller Funktionen, die ebenfalls (ii) und (iii) erfiillt.

(a) Fiir b € B lasst sich |b| durch Elemente von B approximieren. Denn: ist
[Ib]lcc < C und sind p,, n € N Polynome mit p,(t) — [t| gleichméBig auf
[-C, C] (solche Polynome gibt es nach dem Satz von Weierstra8), so folgt
pn(f) — |f| gleichm#Big auf X. Wegen fV g = 2(f +g) + |f + g| und
fAg= %( f+9) - %\ f —g| lassen sich auch Maximum und Minimum zweier
Funktionen aus B durch Elemente aus B approximieren.
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(b) Sei f € Cr(X). Zunéchst zeigen wir, dal es zu s,¢t € X ein fs; € B mit
fsp = f auf {s,t} gibt. Fiir s = ¢, wenn also nur {ibereinstimmung in einem
Punkt verlangt wird, dann ist das wegen (iii) trivial. Fiir s # t gibt es
nach (i) ein a € B mit a(s) # a(t), wobeil wir auflerdem a(s),b(s) # 0
annehmen kénnen (Ist z.B. a(t) = 0, so addiere man eine Funktion b € B
mit b(t) # 0 und [|b]|oc < a(s)). Eine geeignete Linearkombination von a
und a? leistet nun das Gewiinschte, denn (a(s),a(t)) und (a?(s), a?(t)) sind
linear unabhéngig.

(c) Ist e > 0 und s € X fest, so gibt es wegen f,.(t) = f(¢t) und der Stetigkeit
von f und fs.(t) zu jedem ¢ € X eine Umgebung U; mit f,; > f — ¢ auf
U;. Endlich viele Uy, ...,U;, iiberdecken X, denn X ist kompakt. Fiir

fs = fs,tl V... \/fs,tn

gilt dann f; > f — e auf ganz X. Zu jedem s € X gibt es wegen fq(s) =
f(s) eine Umgebung Vs mit f, < f + ¢ auf V. Endlich viele Vg, ,...,V,
iiberdecken X. Die Funktion

g=fs N A fs

efiillt nun g < f+eund g > f—c auf X, also ||f — gllec < e. Da f € Cr(X)
beliebig war und g durch Elemente von B approximiert werden kann, ist B
dicht in Cr(X) und somit A dicht in C(X), wie behauptet.

O

Bemerkung. Der Satz von Stone-Weierstrafl lasst sich leicht auf lokal kom-
paktes X (jeder Punkt hat eine kompakt Umgebung) erweitern. Ersetzt man
im schon bewiesenen Satz “kompakt” durch “Lokal kompakt” und C(X) durch
Co(X), so bleibt er richtig. Dabei ist Co(X) die Algebra der im Unendlichen
verschwindenden Funktionen (f : X — C “verschwindet im Unendlichen”,
wenn es zu jedem ¢ > 0 ein kompaktes K C X gibt mit |f| < ¢ auflerhalb K
gibt).

Beweis der Bemerkung.. (a) 1-Punkt Kompaktifizierung von X:
Man fiigt einen neuen Punkt zu X hinzu, z.B. “cc”. X = X U {oo} ist
kompakt, wenn man zur Topologie von X alle Mengen M C X mit co € M
als offen hinzufiigt, deren Komplement X \ M kompakt in X ist.

(b) Indem wir alle f € Co(X) durch f(co) = 0 stetig auf X fortsetzen und
Konstanten addieren erhalten wir alle stetigen Funktionen auf X: C(X) =
C U Cy(X). Die Algebra C + A anstelle von A erfiillt dann (i)—(iii) des
vorgehenden Satzes, ist also dicht in C(X) = CUCy(X). Hieraus folgt, daf

A dicht in Cy(X), denn A, + f, = A+ f impliziert A\, = A und f, — f.
O

Satz 4.3.10 (Gelfand-Naimark). Ist A eine kommutative C* -Algebra mit Eins
e, so ist die Abbildung a — a ein isometrischer Algebrenisomorohismus von A

auf C(X (A)) und auferdem gilt a* = a.
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Beweis. Wie wir wissen, trennt A = {@ | a € A} Punkte von X(A) und
verschwindet nirgends (denn e(p) = 1 fiir jedes ¢ ). AuBerdem gilt a*(¢) =
o(a*) = p(a) = a(y), A ist also invariant unter Komplexkonjugation. Nach
dem Satz von Stone-Weierstrass muss dann A dicht in C(X(A)) sein. Wie
in den Ubungend.6.1 gezeigt, gilt fiir jedes a mit aa* = a*a (was hier we-
gen Kommutativitdt von A stets erfiillt ist) in einer C*-algebra die Gleichheit
la|| = lim,_,o0 ||an||*, und da nach dem Gelfandschen Darstellungssatz 4.3.3
lalloe = limn_yoo [[a™|* gilt, erhalten wir [|d@]lo = |lal, die Abbildung a — a

ist also isometrisch. Da A vollstdndig ist, ist es dann auch A folglich ist A
abgeschlossen in C(X(A)), und da A dlcht in C(X(A)) ist, muss A = C(X(A))
gelten. O

Definition 4.3.11. Seien A, B x-Algebren. Ein Algebren homomorphismus
(bzw. Algebrenisomorphismus) S : A — B heifit x-Algebrenhomomorphis-
mus ( Bzw. x-Algebrenisomorphismus) oder kurz x-Homomorphismus (bzw. *-
Isomorphismus), wenn S mit der Involution vertriglich ist, also (Sa)* =
S(a*) fiir alle a € A gilt.

Somit sagt Satz 4.3.10 fiir eine kommutative C*- Algebra A mit Eins, daf die
Gelfandtransformation ein isometrischer x-Isomorphismus von A auf C(X(A))
ist.

Stetiger Funktionalkalkiil

Fiir den folgenden Funktionalkalkiil benttigen wir eine Verschirfung von Pro-
position 4.1.6

Satz 4.3.12. Sei B eine C*-Algebra mit Eins e und A C B eine C*-Unteralgebra
mit e € A. Dann gilt 0 4(a) = op(a) fir alle a € A.

Beweis. (i) Fiir selbstadjungiertes a € A gilt nach Proposition 4.3.7 (iv)
oa(a) C R, also do4(a) = oa(a) (denn der Rand ist im Grundraum C
zu nehmen). Aus Proposition 4.1.6 folgt 04(a) = op(a).

(ii) Sei nun a € A beliebig und A € C. Ist A — a in A invertierbar, so auch
A—a*, und somit (A—a)(A—a*) und (A—a*)(\—a). Sind umgekehrt beide
Produkte invertierbar, so hat A—a ein Rechtsinverses und ein Linksinverses
(die wegen der Assoziativitit des Produkts gleich sein miissen), und ist
also invertierbar. Die Produkte haben aber die Form |A|?> — ¢ und |\|?> — d
mit selbstadjungierten ¢ und d in A. Nach (i) sind diese Differenzen (und
damit A — a) genau dann in A invertierbar, wenn sie es in B sind. Somit
gilt o4(a) = op(a).

O

Im folgenden bezeichne t die identische Funktion t(s) = s, fiir s € o(b) und
1 die konstante Funktion mit Wert 1 auf o(b).
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Satz 4.3.13 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Elemente einer C*-
Algebra). Sei B eine C*- Algebra mit Eins e, und sei b = b* € B. Es gibt genau
einen stetigen Homomorphismus

Dy, : C(a(b)) = B mit Dp(1) = e, Op(t) =b

Definition 4.3.14. Man nennt ® den stetigen Funktionalkalkiil und be-
zeichnet ®y(f) mit f(b), was durch die Tatsache motiviert ist, daf$ ®p(p) = p(b)
fiir jedes Polynom p gilt und aus p, — f, wegen der Stetigkeit von ® auch
pn(b) = Op(f) folgt. (Damit ist auch schon klar, daff @, eindeutig bestimmit
ist.)

Satz 4.3.15 (Fortsetzung von Satz 4.3.13). Es gelten

(a) 1F )] = [ fllse (= suPreom) F (M),

(b) f(b)* = f(b), insbesondere

(c) f(b)" = [f(b) <= [ ist reellwertig ,

(d) Alle f(b), f € C(o(b)), sind normal (f(b)*f(b) = f(b)f(b)")
(e) o(f(b)) = f(a(b)).

(f) Falls B = B(H), wo H ein Hilbertraum ist gilt auferdem

(i) Fiir g > 0,g € C(co(b)) ist g(b) ein positiver Operator
(d.h. (g(b)x|x) >0Vz € H.

(i1) Ist X € C und bx = Az fir ein x € H, so folgt g(b)x = g(N\)x, fir alle
g €C(a(D)).

Beweis der Sitze 4.8.13 und 4.3.15.. (i) Zur Existenz und Eindeutigkeit von
d;. Sei A die von e und b erzeugte Unteralgebra von B. Die algebra-
isch von e und b erzeugte Algebra Ay besteht aus den Polynomen p(b) =
Z.Z:O apbf, ag, € C, n € N, wobei b° fiir e steht. Ag ist offensichtlich
kommutativ und wegen B* = b auch x-invariant. Der Abschlufl A ist also
eine kommutative C*-Algebra. Wenn wir gmifi 4.3.3 (e) X(A) vermoge
der Abbildung ¢ — ¢(b) idenzifizieren, so ist wegen Satz 4.3.10 die Gel-
fandtransformation G : a a ein isometrischer *-Isomorphismus von
A auf C(o(b)) mit € = 1, b = Id,) =: t, also G~ ein isometrischer -
Isomorphismus von C(o(b)) auf A C B. Damit ist die Existenz von @,
gezeigt. Da @, ein Algebrenmorphismus ist, ist es auf Ay eindeutig be-
stimmt und wegen seiner Stetigkeit auch auf dem Abschlufi A.

(i) Wegen f(b) = ®,(f) = G 1(f) sind die Eigenschaften (a)-(c) offenbar
erfiillt, ebenso (d), da A eine kommutative C*-Algebra ist. Aus 4.3.3 (c)
und (e) wissen wir fiir ein @ € A, dafl o(a) = a(o(b)) gilt, also o(f(b)) =

fb)(a(b) =G oG (f)(a(b)) = f(o(b)), wie in (e) behauptet.
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(iii) Sei nun B = B(H). Fiir g € C(a(b))" (d.h. g € C(co(b)) und g > 0) und
€ H gilt wegen g = g% g% und (c) (g(b)z|z) = (g2 g% a|z) = (g2 z|g?z) >
0, also gilt (f)(i). Ist bz = Az fiir ein @ € H, so folgt p(b)x = p(N\)x fiir
alle Polynome p, also aus Stetigkeitsgriinden auch g(b)x = g\)z, fir alle
g € C(a(b)), d.h. (f)(ii) gilt.
O

Der Funktionalkalkiil fiir normale Elemente bedarf nur einer leichten Modi-
fikation des selbstadjungierten Falls.
Wir bendétigen folgendes Analogon zu Satz 4.3.3 (e).

Proposition 4.3.16. Sei B eine C*-Algebra mit Eins e, sei b € B normal und
A die von e, b, b* erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von B. Dann ist A
eine kommutative C*-Algebra und ¢ — @(b) ein Homdéomorphismus von X (A)
und o(b). Identifiziert man X (A) und o(b) vermdge dieser Abbildung, so gilt
=1, b=t=1Id,g), b* =t =1d,b.

Beweis. Die von e, b, b* (algebraisch) erzeugte Algebra besteht aus allen Poly-
nomen p(b, b*) (z.B. ae + azb*bb* +a3bbb*bb* + . .. eine endliche Summme). Da
b normal ist, ist die Algebra kommutativ, aulerdem *-invariant, Ihr Abschlufl A
also eine kommutative C*-Unteralgebra von B. Dafl ¢ — ¢(b) ein Homdomor-
phismus von X (A) auf o(b) ist, folgt nun wie im Beweis von Satz 4.3.3(e).
Lediglich die Injektivitét musss neu bewiesen werden. Gilt ¢(b) = 1(b), so folgt
wegen Satz 4.3.7 o(b*) = ¢(b), ¥(b) = ¥(b*), also folgt wegen Satz 4.3.7 ¢ = ¢
auf allen Polynomen p(b, b*) und somit aus Stetigkeitsgriinden auf ganz A. Wie-

der wie im Beweis von Satz 4.3.3(e) ergibt sich nun € = 1 und b= Id,(p), somit
auch b* = Id, ). O

Proposition 4.3.17. Fir normales b € B(H) und v € H gilt ||b*x|| = [[bx]|.
Im Fall bx = Ax mit einem A € C folgt hieraus b* x = Ax. Eigenvektoren von b
zum Figenwert X sind Eigenvektoren von b* zum FEigenwert .

Beweis. Es gilt
|b*z||? = (b*x | b*z) = (x| bb*z) = (x| b*bx) = (bx | ba) = ||bx|?.

Mit b ist auch b — A normal. Im Fall bx = Az folgt deshalb 0 = ||(b — M\)z|| =
I|(b* — N)z|| also b*x = Az. O

Sei wieder t = Idy(;) die identische Funkton t(z) = z auf o(b) und 1 die

konstante Funktion 1 auf o(b).

Satz 4.3.18 (Stetiger Funktionalkalkiil fiir normale Elemente einer C*-Algebra
mit Eins.). Sei B eine C*-Algebra mit Fins e und b € B normal, d.h. b*b = bb*.
Es gibt genau einen stetigen Isomorphismus @y, : C(o(b)) — B mit

(Pb(l) =e, (I)b(t) = b, ‘I)b(f) =0b".

Man nennt ®, den stetigen Funktionalkalkil von b und schreibt fiir f € C(o(b))
einfach @,(f) = f(b). Es gilt
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(&) [F O = [1flloo

(b) f(b)* = f(b), insbesondere

(c) f(b)* = f(b) < [ ist reellwertig .

(d) Alle f(b), f € C(c(b)) sind normal

(e) o(£(b)) = F(o(b)).

(f) Falls B= B(H), wo H ein Hilbertraum ist gilt auflerdem
(i) Fiir g > 0,9 € C(a(b)) ist g(b) ein positiver Operator

(it) Ist A € C und bx = Az fir ein x € H, so folgt g(b)x = g(N)z, fiir alle
g € Clo(b)).

Beweis. Der Beweis verlauft wie im selbstadjungierten Fall, nur dafl anstelle
von Polynomen p(¢) mit Bild p(b) nun Polynome p(¢,t) mit Bild p(b, b*) benutzt
werden und anstelle von Satz 4.3.3 nun Proposition 4.3.16 benutzt wird. (Der
Grund dafiir: Im Fall b # b* brauchen die Polynome p(t) nicht dicht in C(o (b))

zu sein.)
Zu (f)(ii): Ist f(¢) = limp,(¢,t) so folgt f(b) = limp,(b,b*), also f(b)x =
lim p,, (b, b*)x = limp, (A, \)x = f(\)z. O

Ein Spektralsatz fiir normale Operatoren auf einem Hilber-
traum

Definition 4.3.19.  Sei H ein Hilbertraum und sei A eine abgeschlossene
Unteralgebra von B(H), die die Identitit von H, das Einselement von B(H)
enthdlt. Ein abgeschlossener Unterraum U # {0} von H heifit zyklisch fir A,
wenn es ein x € H gibt mit U = Ax. Ein solches x heifit zyklischer Vektor.

Ist T € B(H) selbstadjungiert, 7* = T, und dann ist die von Idy und T
erzeugte abgeschlossene Unteralgebra A von B(H) x-invariant und ein fiir A
zyklischer Unterraum U wird auch einfach zyklisch fiir T genannt. Ist x € H
zyklisch fiir T' so stimmen offenbar Az und U = Lin{x, Tz, T?x,...} iiberein,
da die Polynome in 7" dicht in A sind.

Ist T' normal, also TT* = T*T, dann betrachtet man die von Idg, T und T*
erzeugte abgeschlossene Unteralgebra und spricht von fiir 7" und T zyklischen
Unterdumen. Bemerkung. Es ist bequem, einen fiir A zyklischen Unterraum U
mit zyklischem Vektor z € H dann mit H, zu bezeichnen. Offenbar ist H, inva-
riant unter A (d.h. AH, C H,), und es ist x € H,. Ist A eine x-abgeschlossene
Unteralgebra von B(H) so ist auch H;- invariant unter A. Mit dem Zornschen
Lemma kann man sich eine maximale Menge paarweiser orthogonaler zyklischer
Unterrdume H, von H verschaffen. Sei X die Menge der entsprechenden Vekto-
ren x aus H. Dann ist ) H, dicht in H und H ist die Hilbertraumsumme

reX zeX
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Diese Bemerkung zeigt:

Satz 4.3.20. Sei H ein Hilbertraum T € B(H) normal und sei A die von T,
T* und der Identitit von H erzeugte abgeschlossene Unteralgebra von B(H). Es
gibt eine orthonormale Menge X C H (d.h. die Elemente von X sind von Norm
1 und paarweise orthogonal), so dafi mit H, = Az der Raum H die direkte
Hilbertraumsumme der H,, ist.

Wegen H, = Ax gilt TH, C H,, insbesondere wirkt T auf H, wie ein
gewbhnlicher Multiplikationsoperator, genauer gesagt gilt die folgende

Proposition 4.3.21. Unter den obigen Voraussetzungem gibt es ein endliches
positives Borelmaf p, auf o(T) und einen isometrischen Isomorphismus

J: L2(U(T)7ﬂ:c) — Hy,

o da
o dob JITT = M,

ist, wobei My den mit der identischen Abbildung definierten Multiplikationsope-
rator auf L?(o(T), u,) bezeichnet:

Mg(y) =y - g(y) fir g € L*(o(T), pa), y € o(T).

Es gilt auch
JIT T = M.

Beweis. Sei R <5 r = G(R) (d.h. r = R)) die bijektive Zuordnung durch die Gel-
fandtransformation (geméfi Gelfand-Naimark 4.3.10) zwischen A und C(o(T)),
wobei wir X (A) mit o(T") geméB 4.3.16 identifiziert haben.

Die Abbildung p : r +— (Rx | z) ist ein positives lineares Funktional auf
C(o(T)), lasst sich also (nach dem Rieszschen Darstellungssatz aus der Maf-
theorie [5, (13.33)]) in der Form

p<r>=<Rx|w>=/(T)rdum

schreiben, wobei pi, ein eindeutig bestimmtes positives endliches Borel-Maf} auf
o(T) ist. Beziiglich dieses Mafles ergibt sich fiir die L?-norm |[|r||2 eines Elements
reC(o(T))

|2 = / Prdu, = p(Fr) = (R*Relz) = || Re .

Die Abbildung j : r — Rz von C(o(T)) auf Az C H ist also isometrisch,
auBerdem linear. Da C(o(T)) bzw. Az dicht in L?(o(T), p.) bzw. H, ist, ist die
stetige Fortsetzung J von j ein isometrischer Isomorphismus von L?(o(T), j..)
auf Hy. Fir r € C(o(T)) gilt

J(tr) =TRx =TJr, (4.3.22)
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also da C(o(T)) in L?(o(T), u,) dicht ist,
JMy = TJ oder J™'TJ = M, (4.3.23)

wo My der Multiplikationsoperator g +— tg auf L?(o(T), j1,;) ist. Da wir X (A)
mit o(7T) identifiziert haben, ist nach (e) des Gelfandschen Darstellungssatzes
t =T und t = T* mit der identischen Abbildung t(\) = A auf ¢(T) also,

(Meg)(y) = t(y)g(y) = yg(y) und
_ B ) J (4.3.24)
(Mzg)(y) = t(y)g(y) =¥9(y), y € o(T), g € L*(o(T), pta) = Ha
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung. Die Wirkung von T auf H, entspricht der Wirkung von My auf
L?(o(T), uz), hiingt also von p, ab. Der Triger von p, (d.h. das Komplement
der goBten offenen p,-Nullmenge) kann ganz o(7') sein, mufl aber nicht.

Beispiel 4.3.25. Ist x € H ein FEigenvektor von T zum FEigenwert X\, so gilt
nach Satz 4.3.13 (f)(ii) fir r € C(o(T)); r(T)x = r(N)x, nach Definition von
Ha

[ 7= (R 2) = (D ) =)ol

Somit ist p, = ||x||?0x, wo 8y das Dirac-Maf im Punkt X, also o(T) \ {\} eine
tz-Nullmenge ist. Zwei Funktionen auf o(T') sind genau dann dquivalent, wenn
sie an der Stelle A denselben Funktionswert annehmen. L?(o(T), uy) ist also 1-

dimensional (wie es auch sein mufl , denn es ist zu dem 1-dimensionalen Raum
H, = Az = C isomorph).

Da das Maf8} u, passend zu H, konstruiert wurde, also von x € X abhéngt,
bezeichnen wir es mit p, . Nach Konstruktion (Satz 4.3.20) gilt

H= @ L(0(T). 1)

zeX

oder, wenn wir mit p das Ma8 ° .  p, auf den Borelmengen von [], .y o(T)
bezeichnen, H = L?(p) (isometrische Isomorphie). Hier bezeichnet [], . o(T)
die disjunkte Vereinigung von Kopien von ¢ (7). Somit ergibt sich

Satz 4.3.26 (Spektralsatz I fiir normale Operatoren). Es gibt einen isometri-
schen Isomorphismus von H auf L?(u), der T in den Multiplikationsoperator
mit der Funktion t(y) =y transformiert.

Bemerkung. Hier erscheinen im allgemeinen mehrere (viele) Kopieen von o(T')
und die Funktion t ist auf jeder dieser Kopieen die Identitidt. Der Beweis des
Spektralsatzes liefert auch eine simultane “Diagonalisierung” aller Operatoren
S € A. Ersetzt man némlich in 4.3.22 und 4.3.23 T und ¢ durch S und s := S, so
ergibt sich J=1SJ = M, (der durch Multiplikation mit s definierte Operator),
fir S € A. Identifizert man L?(u) mit H vermége J ( und somit B(H) mit
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B(L*(p)) vermoge S +— J~1SJ), so ist der Homomorphismus S +— M, gerade
der stetige Funktionalkalkiil von 7' L My).

Natiirlich kann man L2-Funktionen auch mit beschrinkten mebaren Funk-
tionen multiplizieren, d.h. der Spektralsatz impliziert die Existenz des Borel-
meflbaren Funktionalkalkiils.

Satz 4.3.27 (Borelscher Funktionalkalkiil). Sei H ein Hilbertraum, T € B(H)
normal, und sei By(o(T)) die Banachalgebra der beschrinkten Borelschen (=
Borel-mefbaren) Funktionen auf o(T) mit der Supremumsnorm || .. Dann
gibt es genau einen stetigen Homomorphismus ®1 : By(o(T)) — B(H) mit

(1) ®p(1) = Idy, ®p(t) = T, ®p(t) = T*, wo t die identische Funktion
t(s) = s auf o(T) ist.

(2) Sind fn € By(a(T)) mit sup,, || fnllec =: C < 00 und f, — f punktweise auf
a(T), so folgt (Pr(fa)rly) = (®r(f)zly) Vr,y € H.

Man nennt ®; den Borelschen Funktionalkalkiil von 7" und bezeichnet dr(f)
mit f(T) fir f € By(o(T)). Es ist klar, daB8 & eine Fortsetzung des stetigen
Funktionalkalkiils ® aus 4.3.18 ist.

Satz 4.3.28 (Fortsetzung von 4.3.27). Es gelten

(a) IF(T) < [ fllo (= suPxeo(ry [F(N),

(b) F(T)* = F(T), insbesondere

(c) f(T)" = f(T) fir reellwertiges f.

(d) Alle f(T), f € By(o(T)) sind normal (f(T)*f(T) = f(T)f(T)*),

(e) o(f(T)) C f(o(T)) (Hier bezeichnet f(o(T)) den topologischen Abschlufl
von f(o(T)).)

(f) (i) Firg>0, g€ By(o(T)) ist g(T) ein positiver Operator.

(ii) Ist A € C und Tx = Az fir ein x € H, so folgt g(T)x = g(N\)z, Vg €
By(a(T)).

Beweis. Eindeutigkeit: Nach Satz 4.3.14 ist & auf C(o(T))) durch die Voraus-
setzungen (ohne (2)) eindeutig bestimmt. Um die Eindeutigkeit von ®7 auf
ganz By(o(T)) zu erhalten, geniigt es die Eindeutigkeit von ®7 auf den charak-
teristischen Funktionen Borelscher Mengen zu zeigen, denn dies impliziert die
Eindeutigkeit auf ihren Linearkombinationen, den Borelschen Treppenfunktio-
nen, woraus wegen (2) die Eindeutigkeit von ®7 auf ganz By(co(T')) folgt, denn
zu jedem f € By(o(T)) gibt es eine Folge von Treppenfunktionen f,,, die (sogar
gleichmifig) gegen f konvergiert.

Sei ¥ das System aller Borelschen Teilmengen B von o(T), fiir die ®7(x5)
eindeutig bestimmt ist. Ist O C o(T') (relativ) offen, so gibt es f, € C(o(T))
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mit 0 < f, < 1 und f,(t) = xB{t), Vt € o(T), so daB wegen (2) O € X
folgt. Sind F, F' € X, so gilt wegen xgur = XexF und X,(r)\r = 1 — x# auch
EUF, o(T)\ E € %, da ®¢ linear und multiplikativ ist. Sind Fj, € &, k € N,
paarweise disjunkt, so gilt xue m, = lim, > 1 XF,, woraus wegen (2) XuseF, €2
folgt. Somit ist ¥ eine o-Algebra, die alle offenen Mengen von o(T") und folglich
die Borelmengen von o(T') enthilt.

Existenz: Identifiziert man wie in den Zeilen vor diesem Satz B(H) mit
B(L*(p)) vermoge S +— J~1SJ, so erfiillt der Homomorphismus s — M, das
Verlangte: er bildet 1 auf Idy ab sowie t auf My = T, t auf My = T* ab
und liefert bei (2) fiir z € L?(u) & H wegen |f,z| < Clz| und f,x — fz fiir
x € L?(u) aufgrund des Lebesgueschen Satzes von der dominierten Konvergenz
die stérkere Schlufifolgerung || My, x — Myz|| — 0, Vo € L?(p).

Eigenschaften: (a) folgt aus |[fz|2 < |fllellzll2, Yz € L*(u), (b) und
somit auch (c) aus (fzly) = [faydu = [zfydu = (z|fy), (d) aus der
Kommutativitit von By(o(T)), (e) aus der Tatsache, da8 f(o(T)) = op,(f)
gilt (Ubung4.6.6) und das Spektrum eines Elements bei einem unitalen Homo-
morphismus héchstens kleiner werden (oder gleich bleiben) kann. (f)(i) zeigt
man wie beim stetigen Funktionalkalkiil. Zu (f)(ii): Ist Ty = Ay, y # 0 und
Y= Yyemityn £ 0, yp € H [yl = X llgall?, so muss fiir jedes die-
ser Y, Ty, = Ay, gelten, also ty, = Ay, p,-fastiiberall, also (t — Ny =
0 p, —fast iiberall. Da t — A auf o(T) \ {\} ungleich null ist, muss {y, # 0}\ {\}
eine p,-Nullmenge sein. Da ||y,||2 # 0, miissen y,(A) # 0 und p.({\}) > 0
gelten, wir kénnen also y, = y,(\)xn} annehmen. Fiir g € By(o(T')) folgt
9y = g(N)y=(AN)x1ar = 9(A)yz. Insgesamt ergibt sich also gr = > g(N)y. =
g(N)z. O

Bemerkung. Mocht man die oben benutzte Identifikation J von L?() mit dem
(isometrisch isomorphen) Hilbertraum H und folglich von B(H) mit B(L?(u))
verméoge S — J~1S.J nicht nutzen, sondern auf dem urspriinglichen Hilbertraum
H bleiben, muss man lediglich mit J~! bzw. S + JSJ~! zuriicktransformieren.
Es gilt dann &7 (F) = JM;J~" fiir f € By(o(T)). Die Eigenschaften (a)-(f)
bleiben sédmtlich erhalten.

4.4 Integration beziiglich einem Spektralmafl

Zur Vorbereitung des zweiten Spektralsatzes ben6tigen wir den Begriff des Spek-
tralmafles.

Definition 4.4.1. Sei 2 eine o-Algebra auf einer nichtleeren Menge A und sei
H ein Hilbertraum. Eine Abbildung E : A — E(A) von A in die Menge der
orthogonalen Projektoren von H heif$t ein (B(H)-) Projektormaf oder (B(H)-)
Spektralmafl auf (A,2), wenn gilt:

(a)
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(b)
E(ANB) = E(A)E(B)VA, B € 2

(c) fiir ein Folge von paarweise disjunkte A, € 2 gilt

E(UA,) ZE

im Sinn der schwachen (dquivalent der starken) Konvergenz von Operato-
ren.

Man kann zeigen, daB (b) ein Folge von (a) und (c) ist, siehe Ubung 4.6.7.
Gilt fiir ein A € A: E(A) = Idy (also E(A\ A) = 0), so sagt man A trigt
(oder E wird von A getragen).

Ist A ein toplogischer Raum und 2 die o-Algebra der Borelschen Mengen
von A, wird E auch als Borelsches Projektormafl bzw. als Borelsches Spek-
tralmafl auf A bezeichnet.

Beispiel und Definition 4.4.2. Ist T € B(H) normal, A = o(T) und A =B
die o-Algebra der Borelmengen, so ist nach dem letzten Satz 4.3.27 E : A —
®(xa) = xa(T) wegen x4 = xa = Xa ein Spektralmafy auf A, 2. Man nennt es
das zu T gehdrige Spektralmaf$ oder kurz Spektralmafl von T'.

Analog wie bei skalaren Maflen lésst sich auch bei Spektralmaflen ein Integral
fiir beschrénkte 2-messbare Funktionen definieren. Sind A, A H, E wie in Defi-
nition 4.4.1 und ist g = >} a;x4,;, wo o € C, A; € 2, eine A-Treppenfunktion
auf A, so ist das elementare Integral

n

Ig:=> a;E(A;) € B(H)

1

wohldefiniert, also von der gewihlten Darstellung von g als 2A-Treppenfunktion
unabhéngig, und auflerdem linear sowie wegen (F(A)E(B) = E(AN B)) auch
multiplikativ. Ferner gilt

(Ig)* :;a ;

Somit ist I : g + Ig eins-Homomorphismus. Ist # € H und > | a;xa, eine
Darstellung von g mit paarweise disjunkten A;, so ergibt sich

IAg)al* = 1Y B4z = Zlazl I1E(A)z|* < Suplcvzl ZHE i)l
1

= llglloe Y 1E(ADZ]? = gl | EUT A < llglloollz)?
1
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(dabei zweimal den Satz von Pythagoras benutzt), also

gl < llglloo-

Da die 2-Treppenfunktionen beziiglich || | dicht in den beschrénkten -
messbaren Funktionen A, liegen, lisst sich I stetig auf A; fortsetzen. Die Fort-
setzung sei mit

/.dE:fH/de (oder /f()\) dE(A),/A fdE)

bezeichnet, sie ist dann ein stetiger *-Homomorphismus von A, nach B(H) mit
Norm < 1. Es gilt [ 1dE = [ xa dE = E(A) = Idy, d.h. der Homomorphis-
mus ist unital.

Satz 4.4.3. Sei H ein Hilbertraum Und E ein B(H)-Spektralmafauf (A,21),
wie in Definition 4.4.1, und sei (As, || - ) die Banach-Algebra der beschrdinkten
A-messbaren Funktionen auf A. Es gilt:

(a) Das Integral f — [ f dE von A, nach B(H) ist ein unitaler x-Homomor-
phismus mit Norm < 1. Insbesondere ist [ f dE fir reelles [ selbstadjun-
giert und fiir f > 0 ein positiver Operator.

(b) Fir x,y € H ist die Abbildung A — (Eax | y) von A nach C, wegen
E(0) =0 und E(A) ein komplexes Maf$ i, auf (A, ). Es gilt

((/de)x\y):/fd,um,y Vfe Ay, x,y € H. (4.4.4)

(¢) Fiir eine Folge f, € Ap mit sup, || fnllcc = C < 00 und f,, = f punktweise
auf A gilt

((/fndE)xly)—N(/de)évly) Ve.ye H

(sogar in der Norm von H: ([ f, dE)x — [ fdEz, Vxe H).

(d) Definiert man das Integral iber eine Teilmenge B wie tblich durch [ f dE =
| xBf dE, fir f € Ay, so gilt:

(i) Ist B eine (E-)Nullmenge (d.h. E(B) =0), so folgt
/ fdE=0 Vfe A
B
(i1) wird E von B getragen (d.h. E(B) =1dg), so folgt

/de:/deE Vf mit xgf € A.
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Bemerkung. Erweiterung: Die Gleichung in (d)(i) soll per Definition auch fiir
unbeschréinktes f gelten, was durch die Tatsache motiviert ist, daf in 4.4.4 bei
Integration iiber eine (E-)Nullmenge die rechte Seite der Gleichung auch fiir
unbeschrinktes f existiert und gleich null ist.

Beweis. (a) haben wir schon im Abschnitt vor diesem Satz erhalten. Fiir f > 0

(d)

ist

([ saByio)=(([ tHapya| ([ shdp) 20 voem,
dh. [ fdE >0.
Fiir A-Treppenfunktionen f = Y"1 a;xa, gilt

<dfwmm>=<zaﬂ>mw—2%w«mm>

Zazﬂzy /Za'LXA dﬂm’y /fdﬂm,y

Da jedes f € A, gleichméfig durch Treppenfunktionen approximiert werden
kann, folgt

([ saB)|y) = [ iy VS € A

denn komplexe Mafle sind Linearkombinationen von positiven endlichen Ma-
Ben.

Sind f,, € Ap mit sup,, || fnlleo < 00 und f, — f punktweise so folgt wegen
(b) und Lebegues Satz von der dominierten Konvergenz [5, (2.30)]

/fndEm|y /deac|y

wie behauptet. Um die stirkere Aussage ([ f, dE)x — ([ f dE)z, Vz €
H 7u zeigen benutzt man

| [ta=papsalp = ([-nam) [ - ae)

=</mﬁﬂwmmm

was nach dem soeben gezeigten (mit |f,, — f|? anstelle von f,,) gegen Null
konvergiert.

(i) Ist E(B) =0, so gilt fiir alle f € A,

/deE:/xdeE:/XBdE/de:E(B)(/de):0
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(i) ist E(B) =1dg, also E(A\ B) =0, so folgt wegen (i):

/de/XdeEJr/xA\deE/deE+/A\deE/deE.

O

4.5 Weitere Spektralsitze fiir Operatoren auf H

Satz 4.5.1 ((Spektralsatz II, fiir normale Operatoren)). Sei T € B(H) normal,
so gibt es genau ein Borelsches Spektralmafl E auf (o(T),B) mit

T:/U(T))\dE(A) (= /U(T)tdE, wo t(\) = A V()) € o(T)),

namlich das in 4.4.2 definierte Spektralmafs von T: E(A) = xa(T) = ®r(xa)
fiir Borelsches A C o(T'). Fiir dieses Spektralmaf gilt

(a)

FdE = f(T) Vf € B,
o(T)

(b) Ein Operator S € B(H) kommutiert mit T genau dann, wenn er mit allen
E(A), A € By kommutiert.

Beweis. (i) Existenz: Zu T wurde in Satz 4.3.27 der Funktionalkalkiil ®7 :
By(o(T)) — B(H) konstruiert und dann dazu das Spektralmafl von T ET :
B — B(H). Wir zeigen T = [tdET. Ist f = > ] a;xa, eine Borelsche
Treppenfunktion, so gilt

[ £aET =3 ava () = 5(0)
1

da der Borelsche Funktionalkalkiil von T linear ist. Sind f,,,n € N, Trep-
penfunktionen mit || f, — t||cc — 0 so folgt, wegen der ||.||oo-Stetigkeit des
Integrals und der des Borelschen Funktionalkalkiils

/t dET = lim/fn dET =lim f,(T) = t(T) = T,

wobei die letzte Gleichheit Satz 4.3.27 (1) benutzt.

(ii) Eindeutigkeit: Spezialisiert man im Satz 4.4.3 A = o(T),2 = 9B und ist
E : B — B(H) ein Spektralmafl wie im Satz:

T:/tdE,
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so erfiillt das Integral f — [ f dE die Voraussetzungen von Satz 4.3.27,
stimmt also mit dem Borelschen Funktionalkalkiil ®7 iiberein. Insbeson-
dere gilt

E(A) = / Xa dE = xA(T) = ET(A), VAeB.

d.h. F ist das zu T gehorige Spektralmafl. Im weiteren schreiben wir wieder
einfach F fiir das zu T gehorige Spektralmaf.

Eigenschaft (a): Wie gerade in (ii) gezeigt, impliziert [t dE =T, daB das
Integral beziiglich E mit dem Borelschen Funktionalkalkiil von T {iberein-
stimmt, also gilt (a).

Eigenschaft (b): Zun&chst iiberzeugt man sich leicht, dafl die Menge
Kom(S) := {R € B(H)|RS = SR} (genannt die Kommutante von
S) eine Unteralgebra von B(H) ist, die in der schwachen Operatortopo-
logie (also auch in der Normtopologie) abgeschlossen ist. Behauptung (b)
lautet

T,T7* € Kom(S) < E(A) € Kom(S) VA € 8.

“«<=": Mit den E(A) liegen auch alle Linearkombinationen Z]f a; E(4;),
d.h. die Integrale [ fdE aller Treppenfunktionen, in Kom(S). Wie schon
in (a) gezeigt ist T der Limes von solchen Integralen f fn dE und folglich
auch lim [ f, dE =lim([ f, dE)* = T*, woraus T, T* € Kom(S) folgt.
“=": Mit T und T™* liegt auch die davon erzeugte Unteralgebra von B(H),
also alle f(T), f € C(o(T)), in Kom(S). Ist A C o(T) (relativ) offen, so
gibt es f, € C(o(T)) mit 0 < f, <1 und f, — x4 punktweise, also nach
Satz 4.4.3

(/fndE)x — (/XAdE):r = E(A)z Vz € H.

Somit gilt E(A) € Kom(S) fiir offenes A C o(T'). Sind E(A), E(B) €
Kom(S) so auch

E(AnB) = E(A)Ep, ebenso
E(A\B) = E(A) - Ep sowie
E(AUB) = E(A\B)+ E(B).

Sind A,,, n € N paarwise disjunkt mit E(A,) € Kom(S)Vn € N, so gilt
E(UnAn) = > E(Ay) also
E(U,A,) € Kom(S).

Die Menge der A € B mit E(A) € Kom(S) ist somit eine o-Algebra
Borelscher Mengen, welche die offenen Mengen enthilt, also gleich B sein
musB.

O
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Bemerkung. Ein Borelsches Spektralmafi E auf o(T') lisst sich auf genau eine
Weise zu einem Borelschen Spektralma$ E auf C fortsetzen, denn wegen E(C) =
Idy = E(o(T)) muss E(C \ o(T)) = 0 gelten, also auch E(B) = 0 fiir Borelsches
B c C\ o(T). Man kann nun in Satz 4.5.1 o(T") durch C und das Spektralmafl
auf o(T") durch seine Fortsetzung auf C ersetzen

E(B) = ®(Xpro(1)) = XBro(r)(T) VB € B,
aber bleibt die Eindeutigkeit erhalten?

Lemma 4.5.2. Sei T € B(H) normal und E ein Borelsches Spektralmafl auf C
mit fU(T) tdE =T, wo t(z) = z, Vz € C. Dann wird E von einer beschrdnkten
Menge getragen.

Beweis. Sei T € B(H) normal und E ein Borelsches Spektralmafauf C mit
T = f(ct dE, wo t(z) = z. Sei @ die Menge der halboffenen Quadrate I, ,, =
[m,m + 1) x [n,n + 1), n,m € Z, die K|p)+1(0) nicht treffen. Sei z,,, =
(m+ L, n+1) der Mittelpunkt von I, . Es gilt [t — 2 X1, | < % auf I, ,
also nach Satz 4.4.3

lzm.nE(Imn) — /

Im,n

tdE| = | / (Gmnxt,. . — ) dE| <
Im,n

Si-

Da
inty,, ,tdE = / Xl tdE = E(Ipy )T,
C

erhalten wir )
2,0 E L) | 7 1|

Andereseits gilt
l2mn EImn)ll = 2mnl|ETmn)ll > ([T + DI ELnn)ll-

Es folgt ||E(Im,n)|| = 0. Als abzdhlbare Vereinigung von E-Nullmengen ist J :=
Um.ndm,n eine E-Nullmenge. Somit wird E von C\ J getragen, und C\ J ist als
Vereinigung endlich vieler Quadrate beschrankt. O

Satz 4.5.3 (Spektralsatz 117, fiir normale Operatoren). Ist T € B(H) normal,
so gibt es genau ein Borelsches SpektralmafS E auf C mit

T:/)\dEA
C

(= f(ctdE, wo t(A) = A\, VA € C), namlich das auf C fortgesetzte Spektralmaf
von T (E(B) = XBro(r)(T) VB € B). Fir dieses Spektralmaf gilt

(a)
[rap= [ tap=jm).vres,
C o(T)
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(b) Ein Operator S € B(H) kommutiert mit T genau dann, wenn er mit allen
E(A), A € B, kommutiert.

Im Fall von selbstadjungiertem T (T = T*) gilt der Satz auch mit R anstelle
von C.

Beweis. Dafl das fortgesetzte Spektralmafl von T alles erfiillt ist wegen Spek-
tralsatz II klar. Eindeutigkeit: Sei E ein Borelsches Spektralmafl auf C mit
T = fCtdE. Nach dem Lemma 4.5.2 wird E von einer beschréinkten Men-
ge K C C getragen. Wir koénnen K kompakt mit K D o(T) wihlen. We-
gen T = [tdE = [, tdE gilt nach Satz 4.4.3 (a)(d) [tdE = T*, folg-
lich [p(t,t)dE = p(T,T*) fiir alle Polynome p(t,?), also ist wegen Stone-
WeierstraB auch [ fdE fiir alle f € C(K) eindeutig bestimmt. Hieraus folgt
wegen Satz 4.4.3 (c), daB [ xadE = E(A) fiir (relativ) offene A in K fest-
gelegt ist, denn fiir jedes solche A gibt es eine beschriinkte Folge in C(K),
die punktweise gegen x akonvergiert. Sind F(B) und E(C') bestimmt, so auch
E(BNC)=EpNE(C)und E(K \ B) =1dg — E(B), und sind E(4g), k € N,
fiir paarweise disjunkte Borelsche Teilmengen Aj; von K bestimmt, so auch
E(UiA) = Y77 E(Ag). Somit bildet die Menge der Borelschen A C K mit
eindeutig bestimmtem FE(A) eine o-Algebra, welche die (relativ) offenen Teil-
mengen von K enthilt, mithin gleich B(K) ist. Also stimmt E auf K mit
dem (fortgesetzten) Spektralmafl von T {iberein. Auf C\ K verschwinden bei-
de, folglich sind die Spektralmafie insgesamt gleich: fir B € B gilt E(B) =
E(BAo(T)) + E(B N (C\o(T))) = E(B N o(T)) = xpao(r)(T). o

Definition 4.5.4. Die Fortsetzung des Spektralmafles von T auf C (bzw. im
Fall von T = T* auf R) nennen wir das Spektralmafl von T auf C (bzw. auf R).

Eine andere klassische Form des Spektralsatzes:

Satz 4.5.5 (Spektralsatz 111, fiir selbstadjungierte Operatoren). Sei T =T* €
B(H) selbstadjungiert, also o(T) C R. Sei m = mino(T), M = maxo(T).
Dann gibt es eindeutig bestimmte orthogonale Projektionen {Ex}xer (Spektral-
schar genannt) mit:

(i) Ex < E, (also ExH C E,H) Y\ < p.
(ii) Ex =0 fir A <m, sowie Ex =1dy fir A\ > M
(ZZZ) hm)\TH Eyxr = EM.T Ve e H

(iv) T = fi”s)\dE)\ (normkonvergentes Riemann-Stieltjes Integral), wobei
€ > 0 beliebig ist.

Auflerdem gilt

(v) fiir f € C(R) fior)(T) = [ F(N) dEn,
(vi) fir S € B(H) gilt ST =TS < (SEy = ExS VA € R)
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Beweis. Existenz: Ist F das (fortgesetzte) Spektralmafl von T auf R, so nimmt
man Ey := F((—o0,\)) und stellt fest, daf (i)-(iii) erfiillt ist. Fiir f € C(R) gilt

/R fdE = /[m’Mm fdE = / o F9B = fo @)

da E von o(T) getragen wird. Das zweite Integral kann durch gleichméBige
Approximation von f auf [m, M + €) mit Treppenfunktionen der Form

n
E QiX[as_1,a;)y Wom =ag <...,a:n=M+e,
1

gewonnen werden. Da E([a,b)) = Ey, — E, gilt und man «; = f(z;) mit x; €
[avi—1, o;)withlen kann, ldsst sich

/ JdE
[m,M+e)

auch als Riemann-Stieltjes-Integral interpretieren,was zusammen mit Satz 4.5.3
(iv) und (v) zeigt. Zu (vi): = folgt aus 4.5.3, < aus der Tatsache, dafl T' Limes
von Operatoren der Form

> aiB(lai1, @) =Y i(Ea, — Ba, )
1 1
ist.

Eindeutigkeit: Sei {E\}acr} eine Schar von orthogonalen Projektionen in
B(H), die (i)—(iv) erfiillen, sei J := [m, M +¢) und $ die Menge der halboffenen
Intervalle [a,b) C J. Sei T der Raum der $-Treppenfunktionen (d.h. von der
Form >} aixa, mit A; € $, und sei

L={f:J—>C|3fy €T mit |[f — fulloc — 0.

Setzt man F([a,b)) = Ep — E,, so ist F' ein projektorwertiger Inhalt auf §, d.h.
fiir paarweise disjunkte A; € $ mit UTA; € $ gilt F(UT4;) = Y1 F(4;).
Analog wie in Abschnitt 4.4 ldsst sich auf 7 durch

n

1) aixa,) =Y aiF(4;)
1

1

ein elementares Integral definieren und per Stetigkeit auf L fortsetzen;
/de =limI(f,), wo fr, € T mit || f — fulloc = O.
J

Das Integral f — [ fdF ist dann ein unitaler *-Homomorphismus von L nach
B(H), positiv (d.h. f > 0 = J fdF > 0, fir die Ordnung auf B(H) siche
Ubung 4.6.2) und mit || [ fdF|| < ||f]cc-
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Fiir f € C(R) ist f); gleichméssig stetig (sogar auf J), also existiert das
Riemann-Stieltjes-Integral

/J V) By

Die approximierenden Summen

Z f(z;)(Eq, — Eq,_,) lassen sich als I(Z (@) X[ai_1,a))

lesen und da mit fortschreitender Approximation die Léngen der Intervalle
[a;—1,a;) gegen null gehen, wird f gleichméBig approximiert, es gilt also

/Jf()\)dEA:/deF.

Fiir f(A) = Xist [ fdF durch (iv) eindeutig festgelegt.

Das legt auch [ ; pdF fiir jedes Polynom p fest, und da die Polynome in
C(J) und somit auch in C| sdicht liegen, ist fJ f dF fiir jedes f € C(R) eindeutig
bestimmt.

Seinun m < A < M +eund sein € Nmit m < A— 1 < X Sei f,, € C(R)
stiickweise linear, f,, = 1 auf (=00, A= 2], fn = 0 auf [\, 00) linear auf [A— £, \).
Es gilt

X(—oor—1] < Jn S X(=o0,n), also auf J: x(pa—1) < fajg < X(m,n),

n

und somit

A—L A
Ek_l—oz/ ng/fnng/dF:EA—O.
J

n
m m

Wegen
(Ey_1z|z) — (Ezz|z) Vo € H gilt (/ fndF z|z) = (Exx|z) Vo € H,
" J

d.h. die orthogonale Projektion E ist eindeutig bestimmt. O

Der Satz 4.5.5 entsprechende Spektralsatz III fiir normale Operatoren ist
etwas umstéindlicher zu formulieren, da ¢(T) nun komplex ist. Die Spektral-
schar hat nun einen komplexen Parameter. Auf C benutzen wir die Ordnung
=<, wobei fiir A = Ay + Aot, g = p1 + pot A X p gleichbedeutend mit A\; < g
und Ay < pg ist, m und M sind nun inf und sup von ¢(7) im Sinne dieser
Ordnung. Bei (vi) steht dann rechts VA € C, bei (iv) steht ein zweidimen-
sionales Riemann-Stieltjes-Integral. Der Beweis ergibt sich analog mit E) =
E(_so,a)x (=00, fiilr A = (a,b) € C. Um die Projektorwerte der fiir das Sieltjes-
Integral bendtigten halboffenen Rechtecke darzustellen braucht man nun vier
Terme: E([a,b) X [¢,d)) = E((b,d)) — E((a,d)) — E((b,a)) + E((a,c)).
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4.6 Ubungen, Beispiele, Erginzungen

Ubung 4.6.1. Seia € A ein normales Element einer C*-Algebra A. Man zeige

. nt _
Tim [la"| = [al.
Ubung 4.6.2. Sei H ein komplezer Hilbertraum.

BH)y ={A € BH)| <Az |z >> 0Vx € H} die Menge der positiven
Operatoren auf H. Man zeige:

(i) B(H)4 ist ein konvezer Kegel.

(ii) Die Relation A < B & B — A € B(H)4 definiert eine Ordnung auf
B(H).

Ubung 4.6.3. Sei 2 eine o-Algebra von Teilmengen von A. Eine (komplezwer-
tige) Funktion heifft Treppenfunktion, falls sie nur endlich viele Werte annimmd.
Man zeige, dafl sie eine Darstellung

n
ZaiXAiv a; € (Cv Az e
1

mit paarweise disjunkten Mengen {A1,..., A,} besitzt.

Ubung 4.6.4. Zu jedem (komplezwertigem) beschrinkten 2A-mefbaren f € A,
gibt es eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichmdfig gegen f konvergiert.
Hinweis: Man zerlege den Wertebereich der zu approximierenden Funktion je-
weils fein genug.

Ubung 4.6.5. Sei A eine o-Algebra von Teilmengen von A. Man zeige, daf8
die beschrinkten A-mefibaren komplezwertigen Funktionen Ay, mit punktweisen
Operationen und der Norm, || f|lcc = sup,ea |f(y)| eine Banachalgebra bilden.
Durch komplexe Kongugation ist eine isometrische Involution gegeben.

Ubung 4.6.6. Sei A eine o-Algebra von Teilmengen von A Man zeige, daf fiir
eine mefbare komplexwertige Funktion ihr Spektrum in der Banachalgebra Ay
der beschrankten A-mefbaren Funktionen der topologische Abschluf ihres Bildes
ist. D.h.

oalf) = f(A)

Ubung 4.6.7. Man zeige die Behauptung nach 4.4.1, nimlich, daf in der De-
finition (b) ein Folge von (a) und (c) ist.






Kapitel 5

Kompakte Operatoren

5.1 Grundbegriffe
Gleichgradige Stetigkeit und der Satz von Arzela-Ascoli

Definition 5.1.1. Sei X ein topologischer Raum, Y ein halbmetreischer Raum
und F' eine Menge stetiger Abbildungen von X nach'Y . Dann heifst F' gleichgra-
dig stetig(odergleichstetig), wenn es zu jedem x € X und & > 0 eine Umgebung
U, von x gibt mit d(f(x), f(y)) <e, fir alle f € F undy € U,.

Satz 5.1.2 (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum und C(X)
der Raum der stetigen K-wertigen Funktionen auf X mit der Metrik

d(f,g) == max|f(z) - f(y)].
Dann gilt: Fine Menge N C C(X) ist genau dann relativ kompakt in C(X), wenn
N beschrinkt und gleichgradig stetig ist.

Beweis. “=" Sei N relativ kompakt. Als Teilmenge der kompakten Menge N
ist N beschrinkt, sogar total beschrénkt. Sei e > 0. Es gibt f1,..., f, € N mit
N C UL Ks(fi). Zux € X gibt es eine Umgebung U, ;, 0 mit |f;(y)— fi(x)| < §
fir alle y € U,, i = 1,...,n. Also gilt fiir y € U, und f € N mit passend
gewahltem i:

[f(y) = F@) <[f () = fi@)| + | fily) = fi(@)] + [ fi(2) = f(2)] <e.

d.h. N ist gleichgradig stetig.

“«<=" Sei N beschrinkt und gleichgradig stetig, und sei ¢ > 0. Zu z € X existiert
r>0mit |f(y) — f(x)| < 3, fir alley € U, f € N. Da X kompakt ist, gibt es
T1,. .. em € X mit X C U2, U,,. Betrachte ¢ = {(f(z1),..., f(zm)) | f € N}.
Da ¢ eine beschrénkte Teilmenge von K™ ist, ist es relativ kompakt. Es gibt

also f1,..., fn € N mit .
|f(@:) — fr(zs)| < 3

81
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fiir alle f und 7 und geeignetes (von f abhingiges) k € {1,...,n}. Wir erhalten
somit fiir passendes 7 und k

[f (@) = fr(@)| < |f (@) = fza)l + [f (@) = fulw)| + [fe(@i) = fu(@)] < 3-

9
57°

d.h. N C Up_; K. (fi). Also ist N nach 1.4.6 (b) relativ kompakt. O

Definition kompakter Operatoren und Beispiele

Definition 5.1.3. Seien E, F normierte Riume und T : E — F' linear. Der
Operator T heiffit kompakt, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen
erfullt ist:

(i)
1. Das Bild der Einheitskugel {z € E | ||z|| < 1} ist relativ kompakt.
2. Das Bild jeder beschrdankten Menge ist relativ kompakt.
3. Ist {zp} eine beschrinkte Folge, so hat {Tx,} eine konvergente Teilfolge.
(Die Implikation (iii)= (ii) folgt aus Ubungl.6.23)

Bemerkung. Ist die lineare Abbildung T : E — F kompakt, so ist das Bild
der Einheitskugel beschrénkt, d.h. 7' ist stetig.

Beispiele 5.1.4. (a) Jeder stetige Operator mit endlich-dimensionalem Bild ist
kompakt.

(b) Der Eins-Operator eines unendlich-dimensionalen normierten Raumes ist
nicht kompakt (Ubung3.5.17).

(c) Sei {t,} € 1°° . Definiert man den Operator T auf 1> durch T({z,}) :=
{tnzn} , soist T genau dann kompakt, wenn {t,} eine Nullfolge ist (vgl.
Ubung 3.5.9).

(d) Seit eine stetige komplezwertige Funktion auf dem Quadrat [0,1] x [0,1] .
Definiert man auf C([0,1] x [0,1]) den Operator T durch

Tf(z):= fol t(z,y)f(y)dy , so ist T kompakt (verwende fiir den Beweis den
Satz von Arzela-Ascoli).

5.2 Eigenschaften kompakter Operatoren

Die Menge der kompakten linearen Operatoren von F nach F bezeichnen wir
mit K(E, F) . Fiir K(E, E) schreiben wir auch K(FE) .

Satz 5.2.1. (a) Sind E und F normiert, so ist K(E,F) ein linearer Teilraum
von B(E, F).
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(b) Ist F wollstindig, also ein Banachraum, so ist K(FE,F) abgeschlossen in
B(E, F).

(¢c) Sind E,F,G,H normierte Riume und T € K(E,F),R € B(G,E),S €
B(F,H), so gilt SoT o R € K(G, H). Insbesondere ist K(E) ein Ideal in
B(E).

Beweis. (a) Folgt aus der Stetigkeit der Skalarmultiplikation und der Addition
in F' und der Tatsache, daf stetige Bilder kompakter Mengen kompakt sind..

(b) Sei e > 0 und gelte T, — T mit T;,, € K(E,F),T € B(E,F). Es gibt ein
no mit |7 — T, || < 5. Da T),, kompakt ist, gibt es endlich viele x, ...,z
aus der Einheitskugel E; von E mit Uj_, K< (T,2i) D T, E1 . Dann gilt
UleKE(Txi) D TE; , denn fiir z € E gilt mit passendem 1

IT2 = Tail| < T2 = Togall + | Tug — Tugarsl| + [Tugars — T
g
IT = To 2] + 5 + 1T = Tog

IN

A

ol 4 S+ ol < e
el + 3 il <
3 3 3

Somit ist T'E; prakompakt, also, da F' vollstdndig ist, relativ kompakt, d.h.
T ist kompakt.

(c) ist klar, da stetig lineare Abbildungen beschriankte (bzw. kompakte) Mengen
in beschrénkte (bzw. kompakte) Mengen abbilden.
O

Satz 5.2.2. Seien E,F normiert und T € K(E,F). Dann ist T' € K(F', E")
kompakt. Wenn F wvollstindig ist gilt auch die Umkehrung.

Beweis. “="Sei T € K(E, F) und E; bzw. F| die Einheitskugel von E bzw.
F’. Die Menge TE} ist kompakt. Ist ¢ € F’ soist poT : E — C im Bild von F’
unter 7”. Die Abbildung poT + Pi7E; von T'F’" nach C(TE}) ist wohldefiniert
(denn ¢ o T = 1) o T impliziert ¢ = ¢ auf TFE) und isometrisch, denn

lpoT|| = sup |poT(y)| = sup [p(z)| = sup [p(2)].
yeEE z€TEy 2€TE;
Die Menge der @75, wo ¢ € Fy, ist wegen ||¢|| < 1 gleichgradig stetig und
wegen |l¢;75; || < [T beschréinkt, also nach dem Satz von Arzela-Ascoli rela-
tiv kompakt. Somit ist auch T"(Fy relativ kompakt, d.h. 7" ist kompakt. “<”
Sei 7" € K(F',E’). Dann ist nach (i) 7" € K(E",F"). Sind Jg und Jr die
kanonischen Injektionen von E in E” bzw. F in F”, so gilt

[T"(Je(x)(p) = [Jez|(T'p) =< 2,T'¢ >=< Tx,p >= Jp(Tz)(p)

d.h. Jp'T"Jg = T oder T" ist eine Fortsetzung von T, wenn wir E mit JpE
und F mit JpF identifizieren. Wegen TEy C T"(EY) ist TE; relativ kompakt
in F”, also da I vollstéindig ist auch in F. O
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5.3 Spektraltheorie kompakter Operatoren

Riesz-Schauder-Theorie

Lemma 5.3.1. Sei K =R oder C, E ein normierter Raum (iberK), T € K(FE),
0 # X € K, und sei T\ := X\ —T. Dann gilt: Das Bild R(Ty) = ThE ist
abgeschlossen in E.

Beweis. Seien z,, € E mit Tz, —3 y € E. Wir konnen, indem wir zu den

z, geeignete Elemente des Kerns N(T)) addieren, ohne Einschrinkung vor-
aussetzen, dass ||&,| < [|z,| < 2||4,[ gilt, wobei |4, die zum Faktorraum
E = E/N(T)) gehorige Quotientennorm ist.

(a) Ist {x,} beschrinkt, so gibt es eine Teilfolge {z,, } mit Tz, — z € E. Also
ist @y, = %(TAxnk + Tz, ) konvergent gegen z = %(y + z) und wegen der
Stetigkeit von T folgt Thx =y, also y € R(T)).

(b) Ist {z,} unbeschrinkt, so betrachten wir z!, = Ty Bs gilt Thzy — 0
und (indem wir zu einer geeigneten Teilfolge iibergehen, s.0.) z,, — s € E,
also Ths = limThx), = 0, d.h. s € N(T)). Es folgt 1 = ||z,|| < 2||&n| —
2||5]| = 0, ein Widerspruch. Also kann der Fall (b) nicht auftreten, und die
Behauptung ist bewiesen.

O

Lemma 5.3.2. Sei E normiert, T € K(E),0 # A € K und sei wieder Ty :=
A —T. Dann gilt: Die kanonische Abbildung @ — Thxz von E/N(Ty) auf R(Ty)
ist ein bistetiger Isomorphismus.

Beweis. Die Isomorphie und Stetigkeit der Abbildung ist klar. Es bleibt die
Stetigkeit der Umkehrabbildung zu zeigen. Gilt Thx,, — Thz und wéhlen wir
(durch Addition geeigneter Elemente aus N (7)) die x,, so, dass ||, < ||zn] <
2|, gilt, so zeigt der Beweis des letzten Lemmas, dass es eine konvergente
Teilfolge z,, — x € E gibt. Es folgt &,, — & sowie Thx,, — Thxz = Thz, also
& = Z. Somit ist die Abbildung T)z +— £ stetig. O

Satz 5.3.3. Sei E normiert, T € K(E) und sei 0 # A € C. Dann gilt: X\ ist
Eigenwert oder liegt in der Resolventenmenge. Es gilt also:

a(T)\ {0} = a(T) \ {0}

Beweis. Sei A ¢ 0,(T), also N(T») = {0}. Wegen Lemma 5.3.2 ist T ein
bistetiger Isomorphismus von E auf R(Ty). Wir zeigen R(Ty) = E. Andernfalls
wire E7 := R(T)) ein abgeschlossener echter Teilraum von E. Da T) injektiv
ist, ist dann Ey = T\E; ein echter (und abgeschlossener) Teilraum von FEj
ws.w. mit B, = ThE,_1. Fiir jedes n sei nun y, € E, mit |jy,|| = 1 und
dist(yn, Ent1) > 1. Fiir n > m gilt

Ty — Tym = (T = XN)(Ym — Yn) = —AYm + 7, wobei r € Eppp 4.
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Also ist 1
||Tyn - TymH > diSt(/\ymaEm-H) > ‘)‘|§

Somit kann {T'y,} keine konvergente Teilfolge enthalten, also ist T" nicht kom-
pakt, ein Widerspruch. Also gilt R(Ty) = E und T) ist somit invertierbar. I

Zur Vorbereitung des néchsten Satzes halten wir fiir normales T € B(H)
drei Eigenschaften fest.

(i) Wegen T*T =TT* gilt | Tx| = || T*z||, Yz € H, denn

|Te|? = (Ta | Ta) = (T*Te | 2) = (TT"x | 2) = |[T*a|>

(ii) Ist A ein Eigenwert von 7" und z der zugehorige Eigenvektor, so ist z
auch Eigenvektor von 7" zum Eigenwert A\. Denn 7' — A ist normal und
0= Tz — M| = |(T* — N)z||, also T*x = Az.

(ili) Sind X # p Eigenwerte von T, so sind die zugehorigen Eigenrdume E,,, Ey
zueinander orthogonal. Denn ist Tx = Az, Ty = py, so gilt

Mz |y)=(Tz|y)=(z|T"y) = (z | my) = p(z | y),
also (z|y) =0, da pu# A

Satz 5.3.4 (Spektralsatz fiir normale kompakte Operatoren). Sei H ein Hil-
bertraum iber C und T € B(H) normal . Dann gibt es eine ONB von H aus
FEigenvektoren von T .

Ist K =R so gilt dieser Satz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren.

Beweis. Sei in jedem Eigeraum von T eine ONB gewéhlt und B die Vereini-
gung dieser ONBs, was wegen (iii) oben ein ONS ist. Sei F' = LinB. Da die
Eigenrdume invariant unter 7' und (wegen (ii) oben) T™* sind, ist F' invariant
unter T und T*, folglich auch F*. Der Operator Tp1 ist normal und kom-
pakt. F'- enthiilt keinen Eigenvektor von 7', da F alle Eigenvektoren enthiilt.
Wiire F+ # {0}, so wiire entweder T)p. = 0, was die Existenz eines Eigenvek-
tors zum Eigenwert 0 implzierte und deshalb nicht sein kann, oder Tjp1 # 0,
was wegen 7(T\pr) = [|T|po|| und Satz 5.3.3 die Existenz eines Eigenwerts A
mit [\ = r(T}p+ und somit auch eines zughorige Eigenvektors implizierte, was
ebenfalls nicht sein kann. Somit gilt £+ = {0}, also F' = H, d.h. B ist eine ONB
von H. O

Proposition 5.3.5. Sei E normiert, T € K(E) und {\,} eine Folge vonein-
ander verschiedener Figenwerte von T. Dann gilt: \,, — 0.

Beweis. (a) Seien p; zu A; gehorige normierte Eigenvektoren von T fiir jedes i.
Wir zeigen, daf die ¢; linear unabhéngig sind. Wenn nicht, gébe ein kleinstes
n € N mit ¢, = Z?:_ll a;p; , woraus 0 = (T — \p)p, = Z?:_ll a; (A —
An )i folgt, was wegen \; # A, die lineare Abhiingigkeit von 1,...,@n—1
bedeutete, ein Widerspruch.
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(b) Sei E; der von 1, ...,p; aufgespannte Teilraum fiir jedes i. Wihle g; aus
der Einheitskugel von E; so, dass inf,cp, , ||g; — x| > % ist. Da jedes g;
eine Linearkombination von o1, ..., ¢; ist, gilt [|Tg; — Tgi—x|| = [[Nicip: +
Vektor aus F;_1| = [[A;g; + Vektor aus E;_1|| > %|)\;|. Ware nun {\;/}
eine Teilfolge von {\;} mit |A\;s| > ¢ > 0, so erhielten wir durch Betrachtung
der zugehorigen g; offensichtlich

1Tgir — Tg(i—ry >

d.h. {T;} konnte keine konvergente Teilfolge haben, was der Kompaktheit
von T widerspréache. Folgich gilt: A\, — 0.
O

Proposition 5.3.6. Sei T € B(E), T' € B(E’) sein dualer Operator.
(a) Es gilt: o(T") C o(T).
(b) Es gilt: o,(T) C o(T").
(¢) FirT e K(E) gilt: 0(T) = o(T") und 0,(T) \ {0} = o,(T") \ {0]]|.

Beweis. (a) Ist A € B(E) mit AA—T) = (A—=T)A =1dg, so folgt (A\—T")A’ =
A'(N=T") =1dg, also gilt p(T) C p(T") und somit o(T) D o(T").

(b) Ist A € 0,(T), so sei 0 # x € E mit Thx = 0. Fiir beliebiges ¢ € E’ gilt:
(Tip)(x) = o(Thz) = ¢(0) = 0. Ist nun ¢ € E’' mit ¢)(z) = 1, so gilt also
Y #Tio Ve € E', d.h. T} ist nicht surjektiv, also A € o(T").

(c) Wegen (a),(b) und Satz 5.3.3 gilt o,(T) \ {0} = 0,(T") \ {0}. Gilt 0 € p(T"),
so gibt es A € B(E’) mit T'A = Idg/. Dann ist Idg: kompakt, also £’ und
somit F endlich-dimensional und deshalb o(T") = o(7”). Gilt 0 € o(T"), so
folgt mit (a) 0 € o(T), also o(T) = o(T").

O

Bemerkung.
(i) Ist E ein Banachraum, so gilt in (a) oben stets o(T") = o(T') (siche 2.3.8).
(ii) Die Implikation 0 € ¢,(T) < 0 € 0,(T") ist in beide Richtungen falsch,
selbst fiir kompakte T .

Fredholmsche Alternative
Proposition 5.3.7.

(i) Wie das Argument in Teil (c) der letzten Proposition 5.3.6 zeigt, impliziert
0€p(T) firT € K(E), daf dim E < oo gilt. Also gilt fir T € K(E) stets
0 € o(T), wenn E unendlich-dimensional ist.
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(it) FirT € K(F) und X\ # 0 gilt

Ty surjektiv <= T injektiv .

Beweis. “=” Aus R(T\) = E folgt N(T}) = R(T»)° = {0}, also A ¢ 0,(T")
und somit nach Proposition 5.3.6 (¢) A ¢ o,(T).
“«<"folgt aus Satz 5.3.4. 0

Die obige Aquivalenz wird auch als Fredholmsche Alternative formuliert:
Entweder ist die Gleichung Thx = y fiir jedes y € E ldsbar (sogar eindeutig),
oder die Gleichung Thz = 0 hat eine nichttriviale Losung.

Lemma 5.3.8. Sei E normiert, T € K(E) und 0 # A € 0,(T). Dann gibt
esn € N mit E = N(TY) ® R(TY). Die beiden Teilrdume sind T -invariant
und abgeschlossen und die Summennorm ist zur urspringlichen Norm auf E
dquivalent.

Beweis. Es gilt E D R(T\) D R(T?) D> R(T) D ... Ab einer bestimmten
Stelle muss = statt D gelten (sonst wire T nicht kompakt, vgl. den Beweis des
Satzes 5.3.3). Gelte also R(T}) = R(Ty™). Offenbar sind N(77) und R(TY)
invariant unter T (also auch unter T' ), und sie sind abgeschlossen, da T} =
A" — S mit einem S € K(E) (vgl. Lemma 5.3.1 oben). Es gilt dim N(T7') < oo
, denn auf N(T7) ist S = A" -1d, und S ist kompakt. Wegen ThR(T}') = R(TY)
ist Tx|r(ry) invertierbar (vgl. Proposition 5.3.7 (b) oben). Sei nun x € E, also
z = T{x € R(I}). Ist y € R(TY) mit T{y = z, so folgt T{(x —y) = 0,
also x —y € N(T}) und somit & € N(T}) + R(T}). Die Summendarstellung ist
eindeutig, denn fiir u € N(T7)NR(TY) gilt T{'u = 0, und wegen der Injektivitét
von T3 auf R(T}) auch u = 0. Somit gilt £ = N(T}) & R(T}). Die Projektion
P :n+r— rvon E auf R(TY) ldsst sich in der Form (T§f|R(T§))’1T}\l schreiben,
ist also stetig. Fiir = n+r mit n € N(ITV) und r € R(TY) gilt nun |jz| =
I+l < lnll + 17l < (1 = Pyl + | Pall < elle] + coll] = const - ], was
die behauptete Aquivalenz der Normen zeigt. O

Satz 5.3.9. Sei E normiert und T € K(E). Sei A # 0 ein Eigenwert von T
(also auch von T' (siehe Proposition 5.3.6 (¢) )). Dann gilt:

(i) dim N(T) = dim N(T}) < oo

(i1) R(T\) = °N(T}), oder anders gesagt: Es gibt eine Lisung x von (A —
T)x =y < fir jedes p € E' mit T'p = A gilt: o(y) = 0.

(i1i) R(TY) = N(T)\)° , oder anders gesagt: Es gibt eine Lésung ¢ von (A —
T =1 & fir jedes x € E mit Tx = \x gilt: ¢(x) = 0.

Beweis.

(i) Eigenriume kompakter Operatoren zu einem Eigenwert A # 0 sind stets
endlich-dimensional (da T auf N(T)) gleich A - Idy(r,) ist). Nach dem
Lemma hat T’ die Gestalt
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( 61 ]g ) auf E = N(T}) & R(T})

und T3 die Gestalt

A/ O mn\/ n\/ ~v /
0 B/ aqu(T)\) @R(T)\) :E
Da B und folglich auch B’ invertierbar ist, gilt dimN (7)) = dimN(A4) =
dim N(A’) = dim N(TY}), wobei die mittlere Gleichheit aus den bekannten
Tatsachen fiir lineare Abbildungen endlich-dimensionaler Riaume folgt.

(ii) Wie wir wissen (Korollar 2.3.10) ist R(Ty) = R(Tx) = °N(T}).

(iii) R(TY) C N(Ty)° folgt aus < Ty, n >=< ¢, Thn >=< ¢,0 >= 0, wobei
¢ € E',n € N(T)).Seinun ¢ € N(T3)°. Durch ¢)(z+N(T3)) := ¥(z) wird
auf E/N(T)) ein stetiges lineares Funktional ¢ definiert. Aus Lemma 5.3.2
wissen wir, dafl & — Thx ein bistetiger Isomorphismus von E/N(Ty) auf
R(Ty) ist. Also ist das Funktional f : Thz — (i) = ¢(x) auf R(T))
stetig, d.h. es gibt ein C' > 0 mit |f(Ty)| = |¢(z)| < C||Ty||, Vz € E.
Nach Hahn-Banach ldsst sich f zu einem ¢ € E’ fortsetzen. Da (T%)(z) =
o(Thx) = f(Taz) = ¢(z) fir x € E, gilt T{p = 1, also ¢ € R(T))

O

5.4 Ubungen, Beispiele, Ergiinzungen

Ubung 5.4.1. Sind A und B normiert und ist V. = A®B mit der Summennorm
l(a,b)|| = llall + ||bl], so ist V" isometrisch isomorph zu A’ @ B’ mit der Maxi-
mumsnorm || (x, ¥)|| = maz{|[x|, [¢[|} vermdge der Abbildung ¢ — (|, ¢, )-

Ubung 5.4.2. Auf L?([0,1]) betrachte man den durch das unbestimmte Integral
gegebenen Operator

J:f— (:rn—>/ f(t)dt).
Man zeige, daJf8 J kompakt ist und bestimme seine Spektralzerlegung.

Ubung 5.4.3. Das Quadrat [0,1] x [0,1] sei mit dem zweidimensinalen Le-
besquemaf versehen und t € L*([0,1] x [0,1]). Sei T € B(L*([0,1])) definiert
durch

Tf(z) = /O (e, ) f(y) dy fiir = € [0,1].

Man zeige, dafi T kompkt ist.



Anhang A
Topologie

In diesem Appendix beschreiben wir die Grundziige der mengentheoretischen
Topologie in dem Umfang, wie es fiir das Verstédndnis des Skripts notwendig ist.
Allgemeine topologische Rdume verallgemeinern metrische Rédume und es zeigt
sich, dass viele Konzepte sich in den allgemeinen Rahmen iibertragen lassen.
Jedoch benottigt man den Begriff des Netzes, um einen fruchtbaren Begriff der
Konvergenz in allgemeinen topologischen Rdumen zu haben. Sei X eine Menge,
P(X) ihre Potenzmenge und © C P(X). Definition: Q heiit eine Topologie
auf X, wenn

(i) e Qund X € Q.
(ll) 01,02 €EQ=0,N0y €.
(ili) F € Q= (UperO) € Q.

Ist Q eine Topologie auf X, so heift X oder genauer, (X, ), ein
topologischer Raum und die Elemente von Q) heiflen offene Mengen (der
Topologie 2) in X. Die Komplemente offener Mengen heiflen abgeschlossene
Mengen:

Bemerkung:

(a) Fiir die abgeschlossenen Mengen gilt

(i) 0 und X sind abgeschlossen
(ii) die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen

(iii) der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

(b) @ und X sind in jeder Topologie offen und abgeschlossen zugleich.

(c¢) Es gibt zwei ausgezeichnete Topologien, némlich die diskrete Topologie
Q= P(X) und die indiskrete Topologie Q) = {(), X }.
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(d) Ist (X, ) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X, so gibt es
auf A eine natiirliche Topologie, nimlich Q4 = {O N A|O € Q}, genannt
die relative Topologie oder Unterraumtopologie von A.

Definition: Sind Q und Q' zwei Topologien auf X, so heifit Q stdrker (oder:
feiner) als Q' und ' schwdcher (oder: grdber) als Q, wenn Q D ' gilt.
Fir A ¢ P(X) ist die von A erzeugte Topologie die grobste Topologie
Q mit A C Q. Offenbar gilt O € Q genau dann, wenn O beliebige Vereini-
gung endlicher Durchschnitte von Elementen aus A ist (man beachte dabei,
daf} die leere Vereinigung leer, der leere Durchschnitt der ganze Raum X ist).
Ist Y eine Menge, {(X», )} eine Familie topologischer Rdume und {f\} eine
Familie von Abbildungen fy : ¥ — X,, so ist die von {f\} auf Y indu-
zierte Topologie die grobste Topologie auf YV, die alle fy stetig macht (siehe
unten), d.h. die von |J, (f7*(€2\)) erzeugte Topologie (hierbei ist natémlich
JH) ={/7H0) | O e i }).

Sei (X, Q) ein topologischer Raum.
Definition: Fiir M C X ist der offene Kern M° von M die Vereinigung
aller offenen Mengen, die in M enthalten sind. Es ist die grofite offene Menge,
die in M enthalten ist. Der Abschluf3 M von M ist der Durchschnitt aller
abgeschlossenen Mengen, die M enthalten. Es ist die kleinste abgeschlossene
Menge, die M enthilt. Eine Menge D mit D = X heifit dicht in X, eine Menge
N mit (N)° = 0 heiBt nirgends dicht. E heiit Menge von 1. Kategorie,
wenn E abzdhlbare Vereinigung von irgends dichten Mengen ist. E heifit Menge
von 2. Kategorie, wenn E nicht von 1. Kategorie ist.
Definition: Sei (X, Q) ein topologischer Raum und a € X. Eine Menge U C X
heiflit Umgebung von a, wenn es eine offene Menge V' C U mit a € V gibt. Ist
M eine Teilmenge von X, so heif3t a ein Beriihrungspunkt von M, wenn jede
Umgebung U von a die Menge M trifft, d.h. U N M = () ist. Man nennt a einen
inneren Punkt von M, wenn M eine Umgebung von a enthilt.
Bemerkung: Der Abschlufl von M ist gleich der Menge der Beriihrungspunkte
von M. Der offene Kern von M ist gleich der Menge der inneren Punkte von
M.
Definition: Eine Teilmenge K des topologischen Raumes (X, 2) heifit kom-
pakt (in der franzosischen Literatur: quasikompakt), wenn jede Uberdeckung
von K mit offenen Mengen schon eine Uberdeckung durch endlich viele dieser
Mengen zuléit. Eine Menge heifit relativ kompakt, wenn ihr Abschlu$kompakt
ist.
Definition: Sind (X, Q) und (X', Q') topologische Réume und f eine Abbildung
von X nach Y, so heifit f stetig, wenn das Urbild f=1(O’) jeder in X’ offenen
Menge O’ offen in X ist (d.h. wenn gilt: O’ € Q' = f~1(0’) € Q). Die Abbildung
f heifit stetig im Punkt p € X, wenn das Urbild jeder Umgebung von f(p) eine
Umgebung von p ist (Aquivalent: wenn es zu jeder Umgebung V von f(p) eine
Umgebung U von p mit f(U) C V gibt).
Bemerkung: Eine Abbildung f : X — Y ist stetig genau dann, wenn sie in
jedem Punkt von X stetig ist.
Bemerkung: Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung
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ist kompakt.
Definition: Eine Menge M mit einer Relation > heifit gerichtete Menge,
wenn gilt:

ey, y=2—2222
(ii) Ve,y e M 3z € M mit z > x,z > y.

Definition: Ein Netz in einer Menge X ist eine Abbildung von einer gerichteten
Menge A nach X. Sie wird meist in der Form {z}ea oder einfach {z )} notiert.
Ein Netz {yq }aca heiBt Teilnetz von {x)}rea, wenn es eine Abbildungn : A —
A gibt mit z,,(4) = yo V @ € A und der Eigenschaft, daf fiir jedes A € A ein
ap € A existiert mit n(a) > AV a > «ap.

Definition: Ist (X, ) ein topologischer Raum, a € X und {z)} ein Netz in X,
so konvergiert {x,} gegen a (kurz: ) — a), wenn gilt:

VOeQmitze OFgmitzy €0 V2> A
Bemerkung:

a) Konvergiert {z)} gegen a in (X, ), so konvergiert auch jedes Teilnetz
gegen a.

b) Ist (X, Q) ein topologischer Raum, a € X und A C X, so ist a € A genau
dann, wenn es ein Netz {z)} in A mit ) — a gibt.

c¢) A ist abgeschlossen in X genau dann, wenn fiir jedes Netz {z,} in A aus
x) — a € X schon a € A folgt.

d) K ist kompakt in X genau dann, wenn jedes Netz in K ein in K konver-
gentes Teilnetz besitzt.

e) Eine Abbildung f zwischen zwei topologischen Rdumen ist genau dann
stetig, wenn f(z)) — f(z) gilt fiir jedes Netz {)} mit z) — x.

Im Fall halbmetrischer Rédume (siehe weiter unten) bleibt a) - €) oben richtig,
wenn man ”Netz” durch ”Folge” und ”Teilnetz” durch ”Teilfolge” ersetzt.
Vorsicht: Jede Folge ist ein Netz und jede Teilfolge davon ein Teilnetz, aber
ein Teilnetz von einer Folge braucht keine Folge mehr zu sein.

Produkt topologischer Raume: Ist {(X, 2x)}rea eine Familie topologischer
Réume, so definiert man auf dem Produktraum X = [[,c, X eine Topologie
Q) folgendermaflen: O € ) <+ O ist beliebige Vereinigung von Mengen der Form

H)\EA Os,
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Dieses Lehrbuch der Funktionalanalysis basiert auf Vor-
lesungen, die der Autor an der Universitdt Heidelberg
gehalten hat. Es setzt Grundkenntnisse in linearer Algebra
und Analysis voraus. Nach einer Einfiihrung in metri-
sche und normierte Rdume (einschlieBlich Operato-
ren und Funktionale) folgt ein eigenes Kapitel tiber
Hilbertrdume. Den Hauptteil bildet eine ausfiihrliche
Diskussion der Spektraltheorie in Banach-Algebren (ins-
besondere C*-Algebren). Das letzte Kapitel behandelt
kompakte Operatoren. Das Buch schlie3t mit einem An-
hang tiber notwendige Begriffe und zentrale Resultate
der mengentheoretischen Topologie. Durch die umfang-
reiche Sammlung von Ubungsaufgaben und Beispielen
ist es auch zum Selbststudium geeignet.
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